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《数学 小 品 译 长 3》 评 自 美 国 数学 协会 CF KRW 
JSP RE) A, SPREE, ARX 
GTR, ARLE, FRASRHIM, BA 
HREARMAR, REG BLA ATAA, A 
不 类 为 数学 小 口中 之 性 作 ， 

这 本 CREME) Beit 《一 个 古老 的 补 
SELERI) ABO ILAAGDGO0, XDTP MSS 
RF, HM AMA AAR A, RE AD 
FF, VARIA ED, l 

RABARHIETPPARP PH AI, 4- 
d, PT KPFARA-HEFLHEALBA MRE 
ii. 


作者 为 中 理 本 与 的 附 言 


BR CS AeA) PRAT «ae oe mR 
422 个 译音 译 成 中文 ,这 实在 是 非常 意外 的 事情 .我 
Ajo GG SBA SRB Se, RARS i T Ta iu 
Sla, (USF BOT CRABS ERRA 
UI BD. 

译 肖 第 望 把 本 书 介 绍 给 中 国 读 者 ,我 为 此 感到 
ERRE., HGS mp IE Ep mb an A KAR 
PY, BOREALIS, AARRE a Hae dX 
REDRE: 愿 恋 者 将 能 揭示 出 数学 中 许 和 多 可 音 的 
RA. 
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英国 数学 协会 的 《 多 尔 恰 尼 数学 介绍 性 著作 》 
M B. SPLITS A Ii EAS. 

"Lp 3c RE ES ee (Mary P. 
Dolciani) 教授 ,本 人 是 一 位 才华 出 人 罕 、 工 作 热情 
的 教 古 和 作者 ， 她 一 直 在 遗 求 数学 讲解 工作 中 理想 
m | HEHEHE 

号 此 问 时 ， 协 会 乌 经 获得 本 -后 的 于 稿 ， 这 是 一 
卷 短 文集 子 ， 似 乎 并 不 完全 适宜 于 收入 协会 现 有 的 
任何 丛书， 但 是 手稿 内 容 引 人 入 胜 ， 文 风 清 新 ， 显 
然 是 值得 出 版 的 . 

后 来 ， 水 到 蝶 成 ， 多 尔 怡 尼 教 授 决 定 设立 一 笔 
周转 资金 来 创办 这 套 《 数 学 介绍 性 车 作 》 从 书 ， 攻 
以 实现 她 的 目的 . 

本 二 书 的 选 题 既 要 求 清新 的 口语 风格 ,也 要 求 
引人入胜 的 数学 内 容 . 预期 ， 各 卷 都 有 丰富 的 也 
题 ， 急 多 卷 还 附 有 解答 因此， 这 会 从 书 将 能 提供 
FITTERS, CERSEI ME. 
GAA, AX A p Pa OP BY Pe A] AA th 
HELK OEE emper LfE gw gs it b peo. 

1. 


BCS Ph £C RR TR RE SUE 
XX -TE SA. TREE TBR | EHE IP. bi ZR HR SR 098 
5, MOPAR RA Con ebl, AESI, ALATA 
AR. AALE D A PE b BHE he oat GR EE AN 8 ST 015 
Rea, ELS a RE, 


Se Ga SR & HAR a EHE 
cieti 


(Edwin F, Reckenbach) 


序 = 
xx 


Ac-E fp 28 2) Eee PS. A CA A R 
EERE, ZAP UPS FP EARS TF. 介绍 
这 些 专题 ， 是 希望 读者 能 够 领略 到 初等 数学 中 基 些 
最 优美 此 更 的 那 种 令 人 心 花 获 旅 的 感情 . 

把 数学 问 音 乐 相 比 ， 往 往 是 很 合适 的 BAM 
水 区 全 把 最 迷人 的 音乐 摘 得 一 团 糟 ， 局 样 拘泥 十 果 
RG FARER, A Re XR EM ISI RC: 
A MRT TEER SR KR EB. ROBORE HLDS BOE Bg A ee 
SHA ebay SES BRP E YE a A E R 
AGS GHB TPH BE. HbR. "SEE CE 
E, 

AE BURICEAMBE. qe xk amr. 8 
SAP Rd PR, 说 - CERENA, Be 
Die BLE T: ae. 就 本 书 太 部 分 内 容 而 言 ， 
陈 了 中 他 数学 以 外 ， 读 者 不 需要 具备 什么 专门 知 
识 ， 只 假定 读者 熟悉 二 项 式 定理 、 数 学 归纳 法 以 及 
HRR. 然而 ， 对 于 许 密 网 从 中 学 毕业 的 大 学 
^E URAC, ES ARB IR Be, SA-EN 
Ree, AT ER ASAT SU OG. 3x 03 
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BW ae T p ai DL oe ER Be ce By 
Bp xc. 

fed X ups be REA, mI RATE Ef ex 
HRORGE. RECA PRR INT PAA. BAC EL UE— 
lI REM ERI. Bet Re PR ae BES), DIO 
Por Ze Ap ey ure Ae y [ed SE 

Fear aL a eR o (Ralph Boas) if 

es gos THER aU 
dpi. RW (U.S. R, Murty) 
tb PP BRGY TEES DLA OI SWR 
Wiel iSi" —45, Say (Fred Miller), 4& 
42k (Paul Schellenberg) M+tU BED xk 
(Ed Anderson) PPR ys Aiba Es. du. 
我 感谢 厄 尔 迪 什 《Paul Erdos) gfh Y JLAb 
示 确 印 的 叙述 ， 握 改 了 备 种 有 和 益 的 评论 和 建议 . 


HK Rt Dg (Ross Honsberger) 
于 滑铁卢 大 学 


—- ee te o e on 
i Er Tn dd + | E) A EON gh E amtrap 二 1 


iy 
v — & 
IB — f 3 a rr 2T 


ERR ib Ue 


ap ope LER VO 
二 EE "p d J aan 15H 


一 、 一 个 吉 老 的 中 国定 理 及 帝 马 


1， 费 马 小 定理 ”法国 数论 大 师 费 (Pierre 
de Fermal) i640 a ey (Bernard Frenicle 
de Bessy} BHA THERA REEL y TANEM, 

d; Pe RR, « BTR, Ma—c tk ow 
除 …. 

Plat, 23 是 素数 , Pe a-a 23 BEBE, 不 
Ta Bilk GE, MRF). HARE 有 证 
HA MLL GUEST ATR 
FASHE De eee (Euler), SEJLOEIk-— B4 年 以 
后 的 事 了 人， 显然 有 证 据说 明 芋 布 尼 兹 (Leibniz) 
大 约 在 1683 ERFAHRT. HIE 可 上 由， 要 想 得 
到 一 个 容易 的 证 明 ， 那 是 近乎 奢望 。 国 此 ， 如 果 告 
诉 你 这 个 定理 可 以 内 用 二 项 式 定 理 和 数学 归纳 法 走 
接 甩 以 证 明 ， 这 家 滤 是 你 意 想不到 的 .由 于 这 个 证 
WSR SLA, THX PEMA, PL 
$858, 7B JUL ERR 38 
ib PAH XX. 00600 I oa-1M, -at 


do gPcETe Bmgn wm JR — od pue. phe WoW 
pift att, pk d i—i, -—HEit 


WEF, THAR p 整除. 让 我 们 先 考虑 a 是 正 数 的 
情形 ， 用 归纳 法 进行 . 
1E fr BE SES TE BR a 成 立 , BL p SER a 
~o, BARE DI Bist e+ 1 i, E 
(a+ 1)? — Cac 1) SE p SER. 
ZH 3X ze 3H 26r IH 
(ati) 
=a + Chae t+ Charte et Cl la+1, D 
Pii 
(11 (a+ 1)*—a^—1 
= Ciar) + CF eT Re ree 十 Ce te . 
PAE, SES BATE TP BIR CS, R1, 2, 
p-i, APMP RSW p 整除、 事实 上 ,考虑 Cio 
BEX, Bp | 
CORE = pC p—1)(p— 2) (p-k+1), 
BOT. p ERAN, PEDERE: TO BT 
涉及 的 所 有 系数 全 言 ，& 的 值 都 小 于 b. MAURA 
子 记 不 可 能 出 现在 张 积 & H, BR, pp 必须 整除 
c . : 
BA p HERR E rng oA (1) 右 端 每 个 系数 ,所 
Vet re ERE Pa, TT Ee ERAS, Hp 
Bk (a+1)"-a?-1, BP ie PMLA P BM at— a 


多 这 里 的 CRA OC) AARAL, Few. 一 一 评注 ， 


+2. 


这 个 归纳 假设 结合 起 来 ， 我 们 看 出 ，P ERMA 
C(a+1)?—a®—1)+Ca?—a) 
e(ari)-(arl1), 
IER ype Ew, FEL, EMAA, we 
有 有 正 整数 a uu. 

WERS a AUS, FRE BT esd. 让 我 们 把 所 
Pins (Hin -ce， 所 以 本身 表示 一 个 正 整 数 . 
WS Se po 2. TRU 

(—-a)'-(-a)e(-a)-(-a) 
=a + a=alat 1). 
i, Dd ood cetl) ASBRI A, BREA JERR 
4j--P RBS, EEEN EA He 2 EER WA p 
JEW RIX, JETT 
(-a} — -ajs -ra — (e-a). 
HT c LEM, ROCAR p BERR aü— a, Bf 
以 Bod - (a? - a), 
一 个 击 孝 的 中 国定 理 Cuae2Hp, Spr 
EPL, P DORGRER,. Ud 2 一 2 可 以 被 了 XE. E gR ay 
IA n] -— T 3 sg RH BS T TEE uda 

a iX nli Ae 2°— 2,4] e AEST 

PEA Pi s A ey See shad uxo om Ni, 3E 
2500 f ARRE a. FP lat ^ Rcs d. ERT 
TEULNSHERSE, DpgIlnecl300 Hj, SEBR 27— 2 ase 
n I {hl ABIL ASA, 


可 是 ,不 准 验 证 ， 这 个 古老 的 中 国定 理 是 不 对 
Bj, $ n= 341 提供 了 -个 反例 . 341 J& 11 8E 31, 
SF Stee LE AUB 27 —2. 为 了 排出 这 个 事实 ， 
我 们 利用 一 个 熟 各 的 结果 p fe fey ERAM, 
x"— ye FURIA: x— v. RNA 

234 —2 = 2(2999 — jp) = or (aie yas — 411] 

= BL C2 — EDC = 20C1023) (703 

= 2036341023. 
A 341 这 样 的 整数 ?， 不 是 素数 ， 但 却 整除 2-2, 
ji ut] faic Is e i 

TUE. BUE TGBHEDE X4 3m — p, 341 
ETER- HBKO RESAH AEE Re: RN 
XL, HTETARRKA, 3E —T XU SHE 
《办 练习 6) .. DRUG. AT AEBOR EE 341 出 发 ， 就 
前 以 产生 无 穷 多 的 奇 假 素数 . 

其 次 , 草 经 考虑 过 是 否 存 在 侦 假 素数 的 向 题 . 只 
是 在 1950 ££ XE ABBR (D. H, Lehmer) A 
发 现 了 假 素 数 161038, RAMA R 
HEAS, dH HAY BS Hy 161038 RE. 161038 的 
RATA RMA (29073901103), AT 

2161038 9 = 5( 3161931 — 1, 
eT WES), 735 1103 都 整除 29109 — 1 . 

Wi 161037 ARA F 4) f (37) (29) (8172 , 

By Uh 
=。 


2181997 L | = (29) [28] 1817) _ 1 (29) {017} 

= (2° — 1) Ce) = (SLE GH) = 73), 

HRIECH 73 整除 . 同样， 我们 有 有 
2taroaz L q = (220) 48) i0) LL p 0) ITI 

= (2°89 —,5()-1103(486 737) (7), 
AX BEE 1103 也 是 一 个 因 于 ,由 于 73 811103 部 是 
Be. Gic posi BIEEURODPOROMEUE EI—-T EY n A 
整除 , BT LAE TAM Se aR DU EEER 2/55957— 1. 中 这样 
—X, 181038 Re AMHR RA. 

1951 fp, Paar TJ] CAmsterdam) mj 
4 CN, G, W, H, Beeger) PHS (BB E EOS 
AL . . 

3， 最 极端 的 假 案 数 SEER 2-2) nào Rex 
JI ie Fe Se. FETE 3° — 3 ok 4 一 4 等 等 的 合 城 数 #, 我 们 
认为 ， 也 共 有 点 种 很 素数 的 性 质 ， 一 个 合成 数 #2 n 
Ug 22-2, 37—3, 4'—4, 共用 对 任何 整数 
a, MEEME, WER a-a, BERR MME 
SATA. $57g 8 PERSE SS 

现在 你 自然 很 起 知道 ， 是 否 存 在 什么 绝对 假 素 
Wr. 管 案 是 “存在 ”最 小 的 一 个 是 561. 这 就 是 
说 ，561 基 一 个 合成 数 , 而 a)! — a n[ ELBE 561 整除 ， 
BYE a FAFA OAHU AR, BEM RS 


OE EXE CREARNE 210997 一 1”， 一 一 详 注 . 
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AD BE 

561 WSR PITS (CONG D QUUD. RALEA 
PEH., coa 可 以 被 这 二 个 来 数 的 每 一 个 整除 . 我 
fin 

af) — a = afat? — 1) = at (a! 9)99 — i597 

- aCCa'* — 1) (7037 (at! - ate), 

(ETE SE, at — e 可 被 11 整除 ， 因 为 11 是 
XXE TH. Li ER a9?! — a, Ip Bep EAE 3 AL AT 
EURENT. 

535b SL a RS 

(1) 2821 = (7901390317, 

(2) 105852 (5, (209 (72) ; 

(3) 15841 2 (12(312(73), 

FR TE US A a: PF TEE ZJGPN S Bt fe EROR 

4. BER PH ae, 890,1 
RARE BH LIAE 

F.-23,F,.-25,P,-17, P,=257, PF, =65537, 


Fas 2o 41 = 284 | = 49904967297. 
MPF ROI CPR es ee, Fa F, Fa Fa 和 
FOS BEM, RHEE HP AMR SME RI 
ESR SERS. Ba BBVA, MAH 
FU RR. HIRATA EAE SRE 的 证 
明 ， 但 他 断然 声称 ， 他 对 此 是 确信 无 疑 的 .很 证 能 ， 
费 马 昕 说 过 那个 古老 的 中 国定 理 , 并 且 信 以 为 真 , 基 
5c 


Was HE TE HR fe PV 都 整除 2 一 2， 我 们 可 以 次 F 
BEM WEF . 

fT KIL ER SMe COMER, Er gees 
Rien, ae CPM ggg dd, BTA 
HIE n-5,6,T7,-- Hg, AT s Bose, 由 归纳 
HO SHE n2. Mam 2t 整除 25?， 于 是 ， 
fi fk oP A. PARC = 8, pop 

255224260750. ge 2(g0971.,3 

= oC 2277-8 q = 2((26 jE — 189 
= OC 2A) I) - 153092) 

= 20(207 e 1) C2E) — 1360-23 

= 26a) (209 — 1) 6-3. 

xx HE PRU CASE TT RE pE W Pa ARE 
er. 

日 部， 也 经 确定 了 49 个 费 蕊 数 芍 性 质 ,其 中 陈 
TAF 为 止 的 那些 数 以 外 , 每 一 个 都 是 合成 狼 @ 
"XE 1732 年 就 知道 费 志 不 对 了 :， BEARS uE DH 
Y Es TIX 641 整除 . 下面 的 虽 卡 定理 属于 初等 数 


Mud *j km, cs BErüy [EE £8 SA OD OX 06 Mak $T 
A BT F3 didt c3] EE, Rk awe 
[E = — FAR ch sf rede, F EE gy Fh (ee (Gauss) E T: BEng 
HERES RAE CE RE not. RIES yea ew, E 
AER CW “atzcl) GRE). JE oak a BA Se UR Hx 
Beet asokpy- pe, AF k20, SPM ETUER 
译注 . 


论 二 范 国 ， 不 过 我 们 这 里 不 去 证 明了 : 

F, 的 每 个 因子 都 具有 形状 22.R+1. 

TÆ, Fa KRAATER RA, 

1,2757 4£1,2-2772 1,812524 1, 

对 于 已 知 的 s, 我 们 可 以 把 这 个 级 数 的 各 项 笋 出来， 
检验 是 否 存 在 站, 的 因子 .就 n= 5 而 言 , 我 们 得 到 
序列 1 ,129,257,385,513,641，769，-…。 WEIHE 
到 对 任何 … 个 数 , 大 于 1 的 最 小 因 于 一 定 是 素数 ( 因 
为 合成 数 含有 比 自 身 开 小 的 因子 ， 所 以 不 可 能 是 最 
小 的 ,就 可 以 节省 很 多 时 间 . 于 是 ， 在 检验 aT, 
我 们 不 必 考 虑 合成 数 129 D. 出 于 257 是 素数 ， 这 
得 试 一 下 ， 但 尽 它 除 不 尽 。， 还 有 ，385 和 513 都 是 
ue, FPR PAE SOT AEB Fee 641 T, 
它 实际 上 是 PS MAP. PEPE RTE Bá 
Sri EE (Edward Lucas) T 1877 RE 
ACY. HE, BR TE ee BÉ — Pe hae ADEL 
乎 同样 多 的 事实 了 ， 欧 拉 在 1747 年 的 一 篇 著作 里 
提出 这 样 的 销 果 :2 的 每 个 因子 都 具有 形状 2271-8 
+ 1《 如 十 的 改进 只 不 过 是 说 , k 总 是 偶数 ). 看 来 ， 
他 在 1732 年 就 知道 这 个 事实 耳 ， 并 且 利 用 它 我 到 
SAT 641 WF Po, RIH 29 R41 we okt 1 
=64k +1, “k= 10 HIBS 641. 

5, RER 就 在 吕 卡 确定 下 .的 因子 形式 
的 同一 年 , MH (T, Pepin) 发 表 了 确定 PRE 

. 8- 


数 还 是 合成 数 的 一 个 卓越 的 检验 法 ， 


,是 素数 的 充 要 条 件 是 , Fee Mar, 

TE, 如 末 能 够 用 什么 方法 证 叫 上 ,不 能 整除 
3 + 就 可 以 断定 五 。 是 合成 数 . 是 由 于 证 本 
了 Fas 不 能 整除 


1945_1 
m=36 7], 


才 确 定 Pies 是 合成 数 的 。 这 是 一 个 真正 非 同 凡响 
的 成 就 .你 能 想象 出 了 ins AAG? WEWE 是 
一 个 8 位 数 的话 ， 这 个 tt 本 各 就 是 580 位 以 上 的 数 
字 ， 它 就 大 到 这 种 程 产 ， 可 是 同 不 能 被 它 整 除 的 那 
个 几乎 光 法 和 人 象 的 天数 m HR, 它 就 是 小 焉 见 大 
ÆT. EAE. SPER WTA Al TOR E 
Fil. 1057 E XEXE(R, M, Robinson) #wMs-2'e47 
+ 1 是 ,05 的 一 个 因子 .现在 已 知 ， 使 了 ,是 合成 
Rey ncH 
n-5, 6, T, B, B, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
16, 18, 19, 21, 23, Z5, 26, 27, 32,346, 
38, 39, 42, 55, 58, 63, T3, TT,B81,I1T, 
125, 144, 150, 207, 226, 228, 250,267, 

288, 284, 316, 452 Hi 1945, 

1905 年 莫 尔 赫 德 (J. C, Morehead) (UH 
Bie ae GENT P. E ARA. E, RR CA. 
E Western) 也 独力 证 明了 这 个 鱼池 .可 是 ，1971 

* 9 “= 


年 以 谣 述 不 知道 它 有 什么 因子 ， 直 到 1971 年 ， 布 
AS ER (john Brillhart} duxxHix& (Michael 
Morrison) "Hn mI RR JB EE TESI ES 
SHS CLARE SAT RAT: 
五 .=2t 41 = 2184] 
= 34028236692093846 3463374607431 768211457 
= §9649589127497217-57046892006851 29054721. 
1909 2E Se AR RL MPRA LIEW T Fa 
是 合成 数 . 目 前 ， 它 的 所 有 因子 仍 属 未 知 .在 结束 本 
ZAL ERAN- TARA 德 对 己 ; 的 处 理 ， 
使 用 今 天 的 太 型 计算 机 来 证 明 Pres SEA RIE SE 
用 的 这 种 方法 . 
Fe iS ie EP, 是 否 能 整除 
see Mya page ay, 
EXE, Py 是 . -个 359 GR, iB FR 300 Ah 
fixé 383， 这 十 一 个 61 位 数 .。 RRNA, ER 
300 余数 是 +, 于 是 gA 39 位 数 或 更 少 位 数 . 我 
inf Lic 
| 300zr(mod F,), 
377p C306 Y —r? (mod Py),Xxcli ra p eso 
多 于 78, bru GER COND EPL 的 余数 ， 于 是 
(360g 36 a pim, (mod £,), 

这 里 7 RHA 39. FIRE 

* id.: 


[30 1 2 3 = ri = f. (mad F., 


这 里 rEZ T T8, r 的 位 数 不 多 于 39. A 
BL. 如果 我 们 能力 把 两 个 39 (7 Be Fe HE LLTI 
能 力 用 一 个 39 fORC ABR 78 Be, FEHR BS 
S113 DESPA, Ride E:OIK. 最后， 我 们 得 到 
: TY Fag (mod F), 

SEIR ri FRYE 39. 于 是 ，rizso = 十; 一 1 的 


360m Roy (mod fF.) 
Wo 2 SP y= (mod Fy), 


kb, SS ARERR ir, FPHRL MEP, 
—1. FRR R RAP BRABUS, 发 现 
rine TEE PL - 1 CREB SOX RE A 1905 FE RY 
EIRE SLE BEAM Se 0. 从 而 ， 妆 ;不能 整除 
36G ay ap FP. ce 
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1. THY, 2047 AR Boe, 2821 J6 OE BL RE X. 
2, WEW; fi ur s TS DE YR ES CREE AB. 
3, 证明， [E 2°, Sb TT: ef 92 Sb ee AR FBR 12k 


4. HEI, SIL GIAR WH, 222 1 是 
* if + 


合成 数 . 
s, 让 明 ; 下 看 序列 中 每 个 数 均 可 被 3 和 7 整除 ， 
qi = 0 45, g,-26 45 oe, 
Gop, = 2° 4 5, 
6. gn XT 1 WSR XR, PEW. 2* 一 1 是 
《型 大 的 奇 ) BAK, 

7, WEA. apm px. DUXIBDAE RR "mu 
A, 2"— i1 4i 2? | R, 

e. WEB]. 每 个 大 于 11 的 自然 数 都 是 两 个 合成 
Al, 
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CL. dX 萨 


+Y。 波 萨 的 故 讲 ”我 起 给 你 讲 一 个 非 此 的 年 轻 
馈 生 利 人 的 生平 与 工作 的 试 事 ， 他 是 波 萨 (Louis 
Pasa)， 生 于 40 年 代 末 期 ,很 小 的 时 候 就 受到 杰出 
KO MF POE RIE RY CR aul Erdos) 的 注意 ， 
TE AD BLS EI ARE. JUL A BH DT 
SiH AE RRL, PEASE GUE DR PBR I 26 ak 
E SF 

PRES AERA RABE RMIT, Ub RA RR AL 
BERE. WARMERS 60 9, dece XE — Br PA FT 
名 的 数学 家 ， 他 的 主要 兴趣 三 三 个 方面 。 组 合 分 
析 ，、 数 论 与 几何 . 他 与 其 说 是 一 位 理论 创建 者 ， 不 
如 说 是 一 在 解 开 问题 的 能 手 ， 虽 然 他 的 500 EIER 
学 文章 中 相当 大 一 部 分 是 在 100 页 以 上 的 . JL 
米 他 游历 世界 许多 六 学， 但 是 很 少 访问 守 么 地 廊 是 
超过 几 个 月 的 ，1970 年 秋季 学 期 他 在 请 铁 卢 大 学 
H, ERIKU LIAE, ARRE T A P 
BUE. BR TUL Beha eh Abb, F eR b 
Be AY BR BE Oe 

FEAT GE IE“ FE RR BX, AB BL TC 22 

. f3. 


We >, TA S 篇 文章 .我 见 到 他 的 时 候 他 还 不 天 


ae 


att 


12 4, 1959 4p EXE M SS B] pn] Z2, RU m 
BRAS eS, AEs iik — fic Be CK 
家 . FIRM RMR, PBI RRMA RE, 在 
dx B88 A BB JL, I A P a ee a. 
MRA nti PIER, BAF RES 28, SB 一 
SETI ON ASS. ARASH, RARR MSR SML 
Ab nc (BRST, Ae 2a AEA n Pe 
中 的 任何 机 个 都 不 互 素 . 实际 上 ， 我 是 若干 年 前 就 
发 现 这 个 简单 结果 的 了 ， 但 却 花 了 我 大 约 十 分 钟 才 
FR BEE IE i SAGE BA BPA YEAR ee, WT 
半分 钟 左右 他 说 ;如果 有 #+1 个 正 整 数 ,都 小 二 或 
eT 2n, E pube se A AS, ee” 
ASFA UL, RE PRR, RR, TC Gauss) A 
有 七 岁 就 求 出 到 100 为 止 的 所 有 正 整 数 之 和 相 E, 
这 是 属于 同一 水 平 的 . " 

这 时 ， 于 尔 迪 秆 诽 了 他 给 波 萨 提出 的 凡 个 图 论 
问题 .为 了 避免 任何 误解， 让 我 们 在 这 里 揪 进 米 简 
短 地 介绍 -- 下 这 方面 的 人 奢 料 ， 

有 i 证 图 ， 我 们 不 是 指 和 轴 与 举 标 有 关 的 什么 概 
您 . WEG OF) 与 厂 的 集合 ， 每 条 榨 联 接 一 对 
Jur. FAC PETAR eS, ET ARAL 
ZR EMH ER, “EMME: PIR ER, cu RR 
BID 20 EEDA, ASS HAY TA AE. 
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EBA. A BRL AML AD es 6 9 A OB HL 8 — DR 
REE, WE. BUR. TSR A Bo ad 
Bg TSR 

ee BE BR 3E sx MA A fe] —-P Te, RR 
BL ike Pe. IW AR BR EY e tty be E i PT S i 
Hee TE AREY PM, a ECRIRE DAE fe VEI. 
ERTO EE ST, PBS PB IB AB VE HIE PE 
HE SOUL EUER ACE EA Be ee Be BS, SG d 
iU" DEI" ORAE YP, SRE RTI UR. 

"AIER i RU a DE BETTE. 在 我 
Acts E OI SR dE RG eA eR A 
Avie LE ORY FR 2S AEE Pek he SE. 一 个 图 
KURA 20 PGR AL e+ RE, EA T 
MÆ, KERE, WEH ( Turan ) 1940 EEA 
F BIST HS IR SERI T a RE BPR I | 
AT B iE bil TY PP, 考虑 一 个 无 穷 级 数 ， 
它 的 第 1 项 是 一 个 分 数 ， 分 于 是 1， 分 但 是 整数 1， 
2， 4 的 最 小 公信 和 数 ， 证明 ， 这 个 级 数 的 和 是 无 
理 数 . 这 不 是 很 雁 的 ， 但 是 ,一 个 12 HRI 
能 够 证 出 来 。 这 确实 是 令 人 吃惊 的 . 

“ 当 他 具有 13 284, FRR St k= 2 时 的 

te ETE. fat -TAARE AA, BAR 

Ep- tA RS. HPA Ah ee 


-15> 


uten an me nn en 


一 -一 


Ce gS (Prank Ramsey) 发 现 的 ， 他 是 
IK RIA (Canterbury) 现任 大 主教 的 兄弟 ). 
波 萨 大约 花 了 15 分 钟 就 弄 懂 了 .后 来 他 加 家 了 ， 想 
T —rW& LE. iB pT Pees Tue BA. 

“EY T ERE AS 14 岁 时 ,就 可 以 拒 他 当成 一 个 
上 成熟 的 数学 家 来 交谈 了 .他 学 微 积分 有 些 困 难 ， 指 
出 这 一 点 是 有 有 意思 的 . 他 从 来 不 喜 葡 有 风 何 : 不 是 他 
AE SKA ARR, AEROS Seah, 人 可是， 真正 
吸引 他 的 东西 ， 他 却 是 非常 棱 . 我 们 第 一 篇 合作 的 
文章 是 当 他 14 岁 半 村 每 的 . 波 萨 独立 写 过 儿 篇 有 意 
SMASH, SOPRA, dud 
44 UJ i5 P E aR UR BAC, ATE &» p my Be 
i5. WS AT fe Sg 15 4g: 

"OP Hi E fd oy ARSE H ee, 
Et iE OS A AI, — a n PT 
(n2 4) Mi2n-3 RR, MERA, 其 
中 有 一 条 楼 是 对 角 线 OL I Pe, BS 
对 于 每 个 9 都 可 以 构造 一 个 图 ， 有 个 顶点 和 2n 
一 4 Ee. TET AT ed ES ARAN Te RS Ae 


TEERDE. MEMRAM A dy Meam, a RP EH 
AMA ABH ARRE: mE, aco, BRP, 对 


A AEP TA de, - -一 译注 。 


- 76: 


“FR A ast ba Pe. — Po 
Aa POR Gis) A 3-5 RR, NL XY 
APT ha. MAAR, RERA TE BY eR 
Y. EY ILA, WE -AiR RAE, Tbe 
F. FUSER KB Shik Ree D. iX 
对 -个 14 27 Ee TU KER TORS. 

RPGR MABARA -PIRJE t 
ric ors See TE BHEIR. ) 

“ 徊 牙 利 为 什么 有 有 这么 多 的 神童 ， 我 想 和 做 儿 点 
HE. G90, Bb se 全 来 一 直 有 一 省 供 中 学 和 后 阅读 
的 数学 期 判 ; 共 次 是 有 许多 数学 竞赛 ,下 伊 退 什 一 库 
d Pb CEd6tvaos-Kurshak) RBA 75 年 的 万 史 
了 ,第 ~- 次 世界 .大战 后 为 中 学 出 毕业 的 学 生 举 办 过 
一 种 族 的 竞赛 ,二 次 大 成 后 也 举办 过 好 虹 新 的 竞赛 . 

元 年 前 举办 过 一 种 完全 不 向 的 竞赛 ， 是 让 电 
钢 上 举行 的 ， 阿 明 的 中 学 生 们 在 规定 时 间 内 比赛 做 
Ol. GUAGE IS, RO PE Th 
HOPES. EE h BH 35933: 3 m s vd ak 
CAlexits) , XE BLEUS PEZI fF (Hajos) 等 组 成 
的 .看 来 ， 有 很 多 人 人 怀 着 极 大 的 兴趣 观看 这 些 竞 赛 ， 
Bp fe ilh 130 AS BH Ea Oe 

“FEY A, SLAP WE AIA OT TE ap T — pus 

。T7 - 


Pye, WR EE (Michael Fazekas) 中 
学 ， 培 养 有 数学 才能 的 儿童 . XXEDIZEPEIERTTEUE gs 
该 上 中 学 的 时 候 办 的 . {AR AT SK Te, Bese 
Fok BOX (ST BEAT PB FP AA, kgs 
ERR RPGR A, 3X BE BR E NI Efi A 
在 初等 数学 方面 比 他 好 的 另 一 些 孩 子 ， 其 中 就 有 现 
FEC SCS AN PEL CLovasz)” , 

JE A. Tu EAE E BEDS cE 9s Ede SE iz TE 
fF. BRASH. 那么 ， 让 我 信 详 细 讲 讲 他 对 迪 
$ FE n RU BI ERAS REA E XXE Hg. 

2. 巡 镁 克 定 理 ” 图 具有 很 多 有 趣 的 性 质 , 1857 
ERRAR F A e aA (Wiliam Rowan 
Hamilton) 发 明了 一 种 游戏 ， 沿 着 一 个 图 的 各 条 
楼 从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶 
HARKIS: 首先 给 当 一 个 于 
(AAO. 游戏 的 目的 是 在 
图 中 找 出 一 茶道 路 ， 通 过 
fg T- TEX IE SE — OD, 

当然 ， 有 的 图 是 没有 ë t 
哈密 尔 顿 道路 的 。 inm. 
蒜 了 找 出 这 样 的 道路 外 ， 还 可 以 做 到 使 终 点 与 起 点 
和 相同， 则 得 到 一 条 哈密 尔 顿 回路 笨 不 只是 哈密 尔 顿 
ES TT, 尽管 内 一 条 哈密 尔 顿 回路 总 可 以 走 掉 任何 


3 


Cik pE a EP PE) Be ah A a aE | E 
018 - 


— 2 te RBIS aep ER, fH— AE A UR 
Ap -iEpCWEARGHRISDEAE CAE A a A E X 
ABS E vy EXE E R Ay — 2 ee TBE Xo E). 

BP AE EEA RIM Ba. EN 
i HEA 3€ OR EA ee Re. A, RSA 
SOA FASE, thi —-P EO; 图 中 在 在 一 切 可 
能 的 楼 ， 这 是 一个 充分 条 人 忻 。 可 是 ,其 至 到 1972 年 
XP ABE HE AA TEXEZR PT. 

1952 Æ pk Wu Brae ease CG, A. Dirac) 
Rnib FPR PATE RPE CB "DL" mto 
££ yt TUS LEER EI eB 

迪 拉 亮 定理 :; LETT AUR 

us auem rH. T 
Mit, SG HA nE, AST GB m 
fen/2, WA GPE eR, BD aS 
eR VEL ER. RGAE- iF. 

首先 ,我 们 可 以 把 G RRA — Ae AE SB oR 
mis G' MT, 

ABER, FESE— EU HTRE MARRS Cu, ARG 
BL See Se MP, TENHA RE SR ONE 
GB Re BP BEDS. SOR Eh AUR Te R R 


TEX, ETH. THER, “HWA EESSTMAS 
B, 这 是 一 小 党 村 内 件 ” 一 一 译注 . 
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dep EE. BES BP TERS. BURGI a DA 
险 密 水 顿 回路 ， 就 丽 把 这 条 楼 取 册 来。 TOR 
不 在 G 中 的 被 都 如 法 泡 制 ， 试 验 的 次 序 元 关 紧 要 ， 
这 个 过 程 终 了 了 时， 所 得 到 的 册 C 将 仍然 是 一 个 dE 
礁 害 水 顿 峰 ， 因 为 任何 哈密 尔 赖 回路 都 不 允许 保留 
不 动 ;得 十 这 个 图 却 是 饱和 的 BD RE LEE RI ARIS 
E G 中 的 棱 都 要 产生 哈密 尔 略 回路 【《 知 则 在 我 们 
th whi AiR RN, EAR EE Pad). 

BRM IE BERSHAM SM mS, 
所 以 G 的 每 个 顶点 的 价 世 至 少 是 n2, 

HY GC’ SSE AR, PRE A ARR A 
— Tiny REM B. RT vi 和 和 vs 之 间 的 接 不 在 图 
中 .因为 上 G 是 饱和 的 , 所 以 把 这 条 棱 馈 补 进去 就 会 
产生 哈密 尔 顿 回路 .于 是 , 即使 没有 v.v. 这 条 楼 ， 
图 局 ' 忆 避 定 全 有 一 条 从 vi 到 v. PE A GE 
(CERTI viv. 这 条 楼 只 基 把 这 条 道路 补 成 一 条 回 足 ).， 
i 我 们 把 这 条 道路 中 个 顶点 的 次 序 记 为 vu. ve, 


np " 
vius ri» Ua, 


E 2-2 
WS, WARDS i 碰巧 和 顶点 vi RK, RG 
In]. Ex sa 是否 有 可 能 和 5;-, 相 联 ? 回 符 是 “不 能 ”. 
因为 ， 旭 采 za 与 vi 相 联 ,那么 CU Ma eer Se 
- 20° 


ep ue HE SF 


AR LE] Be 
OO I Udi QqUjinatttU D. 

BE RARER, BD C" AR— AE eR EARS, 

Rv. Fu. (RA v. 的 价 至少 
AE nf2 ,所 以 当 ? 从 2 ES n— 1 Hf, v, 至 少 与 n/2 
个 顶点 oA. Mitt, Cuz: M1 Zee n-a 时， 
Eb n/2 个 顶点 vio. 不 可 能 与 v. 相 联 .既然 不 
SUIT AA, BREA va AS BY RE-USE. 
AmE Z, DIEI ve 相 联 的 顶点 个 数 大 于 n/2, 所 
RARE ASS va FUROR Tr BUR SP #22, 这 和 硕 点 
Va Gt BAe n/2 MOR. CE HB) 

TE ON AD SER EY RFRA ER RB sco a 2s E 
POPU BE BSP ERE [Ud87) UB 
KIAT FEE m BO BLS (V. Chvátal) 的 工作 . 
RKI ae BE fb YE TH Ss ee Se, A 

Bil fi fk 2H BRS RST EE 
近 拉 克 定 理 (1952): Ain PHM (o> 3) 的 
图 中 如 果 答 个 顶点 的 价 至 少 基 ww/2， 风 存在 险 密 尔 


— (1960), 有 # 个 顶点 (n3) WR 
PARIT AS AUR TU OS BY A IPIE n, M 在 
Ti F5 5 Aoi [e E 

iF EB (1962). dmg C EA n TOL n mA 


E e E a E e e a m m mem ae Te e LT aar ears a 


图 SWS k, ck (n-1)0/2. tha mat 
的 项 点 数目 小 十 名， 关中 当 n HEM, MEE 
HQ D/2 的 顶点 数 日 不 超过 (n- 72.384. C 
73 43 RES TS o A. 

ie EIS XEPE(QIOTOD. fe CPA da, 
di, t. da, d EB AEBESK ER. WRR RA P n/2, 
RIA di eit RAA dim n—i. 那么 这 个 图 


Rr S RU, 


DM 


Hk 习 


1， 在 图 2- 3 的 每 个 图 中 找 蜡 哈 3r TAL 5 
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2. LENT, p cea ff t E BRE ERA A OR d 


$88 p, 7 NN 


3, WB: A2- 5 mp S Fe] H PB Be A B ig ZEE GE E 


0) (2) 
E za 


4. 图 2 一 6 中 i 哪些 有 险 密 尔 顿 问 路 ? SES A 


aoto abe Poa Jem atta pa 
d ZR OER EE ER 9 
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5. [Exp p xam. Wa ae RC 
sanum Co as Jut ta 把 它们 e 
28 kt ey Ci = 15 RAR Ee POA PL Be tox 


Wet. GEAR, A PERI. ERA LLG hie 


8. 六 国际 象棋 中 ， 使 一 PE TAANE ZELETE 64 
ARE — 2B ER Os BU 
BE AAR Bi PTT EU UTER 1 
Jw EAS. GEOR SRR “SRA” — 2R eb [al 
F& SUCUS 可- 菜 个 图 中 的 -: HS SRAM. 4 PA 
a ek ae eo ee BE CPUS RANE 
Ji^ A dn V Du + BR a E RE FE BE OE E 
SPRER AMA A WER Y GA, Anim on E TM 
$e, BRAC ac n SERE BIET d IB. 

7. Uie BY ae ee Se xS S EX ir 
Ti CRAP TJUE, 

s. RG g Be TL R JA Se Sie Bit 
‘yin, IEW. GN ;个 顶点 和 n4 dedil n {F 
TEWI IS Pedy ise AAEM A WE JE 
ar wh hey atte gi: TGR EE "On the Maximum 
Number of Disjoint Circuits of a Graph" 
publications Mathematicae, Debrecen, 
1962,pp, 2—12, HHP. gee b ae A 
总 标题 Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, 

. 24s 


wise | 


sthaomatika intezet, 


og. PEW) $e ua Bea a dy PE aT RF 


HAAS CAMS — 7) SR PRS e283 
We Behe AFELA tifi- AR, RSET n A on 
tp Cpa) WS Be EL OYE n BOT ARE TE s+ p Ab es 
SUP TAY Beek AP eee, dXGE SG, DH 
ROUGE fe BOR n. Yu n RIP eT PAT 有 同一 
SPER; ONS ABE EL. n Ber Ss, Np n] qr 


HL. Weg dt E oe Gn BG T ON eb EP 


(a) HW]. ARERI M AIPA E, SRT ED 
RETHA. JO RRA + aha Re RAR. RA 
(EYEZGER PT, Hop tepti- 28 EER 
CUR. Fe ers SN A ie, Hepa has 
AUR Gm i). 

(b) GW}, PAAR EC TRUS E B PSP REEL 
x LAEDDET VL NE dr LA FU, Mo Sca dE RH TEE 
BURGE | (Eos FES AD AUT TT S BEBE REEL OL, FA JG; 
JU Br fy As COD Be RETE UI. 2f ELSELYZ ELE AER 
A (y (TU TE FEC Bro TAID a. Ae y 
B] D x Spade PSE 2 ELE Ze RE ey ET B HEDE GS Di 
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PLIUS: - TS A, ORE eg LO SR L2 368 
B veda RUE ES SD 
A5 GRR SE EXC Pe NS. far FEE 
PLS 2 fe FTP TODA PS 2. 
AL FELT? ER EAI oi a A 各 复工 mt 
Sl Che BRLSL PERE T) KEHA 
FORA MATE 4- TB EZ dT o Rest 
eit fy AAIR, GRAB Ca) HEIN Ramsey 
AERJ. M "oed 
10, dm An, A, da, fe. FRPP IRA 
A IE 2 VIX) dà Can 
2-8). Barry 
MIFST Hel, eT ya Fy 
一 个 图 TERA, cj 
f Sg ZRORR PST UPS AP 
AE PAGG AA. TATE 
图形 中 是 下 行 线 ， [] 2-8 
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等 边 三 角形 


在 这 篇 文章 里 ， 我 想 给 你 讲 讲 有 关 等 地 世人 角形 
的 2 个 优美 的 问题 . PRP Sa Ae 
iS TER, DOF, (ORNS) Ca. wE 
wiTh RNR GEDA ET. 

1. JL'rf TER ”每 个 二 角形 都 有 外 心 、 内 
4^. Boba, Pre, 不 能 证 证 莉 音 说 三 角形 的 “ 心 ”. 
A, SSMS AR. 所 有 这 些 不 同 的 心 部 重 
7. MSA = Ae ee SSSR, 


ib sa 5) x4 XL IE A DS 
EHE, driBuik RR Be BEAD 
z 
s* = a? + AC 
Cf 3-1) , BREA $ 
NEN PU 
p 2 a, 5 = J 3 a. 7 
IE PVRS Mew 7? 
H 3-1 
全 到 二 是 60t- AAE fo MES 


Sebi | = AG Q8 coc). MES, MIZA 
TES —- 21 Ey op a E — A re Ta Fd fp 是 60” 
BE 120°, SLE XX] ASE REM ESI DE UA Ei ee 


~ 27. 


eS WIL {图 3-3). 


图 3-2 E] 3-3 
最 后 ， 我 们 来 建立 一 个 很 简单 的 结果 ， 叫 做 维 
MEBUJRIERB (Viviani, KRALA, 1622 — 1703), 
RERE. 等 边 沁 角形 ABC 内 一 点 了 到 
SAME a, b, cZ AETR A 


PARE a, b, c 之 和 等 于 高 站. 


HE. 拿 面 积 关系 【图 3-4) 来 说 有 
AABC=APRBC+APCA+APAB 


-sÅ =- sat ( sh+- se, A=atbic 


= 3-4 
2、 费 马 向 托 里 切 利 提出 的 问题 著名 的 法 网 
28 - 


ye (Pierre de Fermat, 1601—1665) 
pien mp ABR (Galileo) HR ARE. AERA 
AEHW]AJgEUM D (Evangelista Torricelli B 
Hui F ELE, 

fcu UE ABCO PRE- on PPA 
+ PB+ + PC Rh, 

拭 旺 切 利 用 好 玫 种 方法 解 过 这 个 问题 ， 我 们 来 
TH BB > Ee iBT TA. 最 有 趣 的 解法 ， 这 个 解法 基于 维 
维 阿 尼 定 理 ， CA 300 年 到 后 又 出 匈牙利 数学 家 里 
#5 (Frederick Riesz) SEXE. 

原来 ， 如 果 已 知 三 角形 有 一 个 和 不 小 于 120°, 
那么 所 求 晤 点 天 就 是 这 个 钝 条 的 项 点 . 我 们 不 讨论 
eT. TEGH AR IE = AB eS PB 
q^ 120' 的 情 彤 时 那个 最 优 深 的 解法 . 

HT EAA OL, FECA AS ER OS, ER 
2 Hx. PARR HA A A Ts MSR 
ERT SH ARUR DERG hem, Big, ee 
MAII FB DIF — KIM 120° 的 角 . 让 我 们 

把 这 个 作为 费 蕊 点 的 定义 ， 米 证 明 它 就 是 我 们 问题 
Roi. dr fix AERE. RRA fe II SE S 
CIR TEU HEROS T BE LEER 

这 IBSRÉEPBNTRGiBIIÍÜJE, GRASS fA E 

, Ty cam oa a Be CP 3-5), 

LE Pe PTFE 3X ie P, TEGE aay 
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ia 3-5 


PRE PA, PRA POC Ware, MWA 
= fe ABC Hobe AIBA Y ZC85-6), HE, 
Ve ZAPRE, 
HLF 260°-a0° F 
~ 99° — 1207 = 60°, 
FE. A Y MX 也 都 
Eoo", JRE AX YZ 
A — fae. N 

BL. diii Bal Je ee E 
$ PA+PB+ PCa 
AX Y Z m A, 

MTAASC PEM S Q,TSAXYZ 
BHE OA OB FOC’ 之 和 也 是 有 但是， 
一 般 说 来 ,直角 二 贡 形 O4! MPS OAKFE EH 
fai QA'. Wi, OB m QC tic Xr ufu OB 
MOC’ TA. SEU 

Q.4-QB-QCTOQOA' -QB' OC = 

=PA+PH+ PC, 


* OQ. 


BERGE PAL Be PT se] t d 

TRY, BIBI PEA SIIB PRS lay Pa 
f xS i. AHS AAN CO HE PA EWS), 
bp ht QA QB QC ras & WU IE) Fa 
MN Q.4,Q D, QU. TXTEBLUS P BAS X EIE 

Q4-QB-QCTQ4 -QB'-QC'. 

用 形 的 每 一 个 逢 都 小 王 120" 时 ,还 有 区 一 
AA RRR, MEAG OMB ESS, A BE cA 
(1, E, Hofmann) ¥£ 1999 THE., Isp JA 
TE DE As aa mE, EU A BBE MSEC Tibor Gallai} 
FILE ae. Smp vt eB RD A Se Te [EEE E-e 
IPH AE AE ABC 中 任 取 一 点 己 ， 然 后 使 
ADAB Sii B lq ep Res co", Hea AE C'P'B 
Cid 3-7). ix LB Jp C" AB A PPS 都 是 等 腰 
DE Lr ESRB Se SBE 60°, Er ELGCBS "p 20 4 Se 
-iHWHE.Xtu iti, AER ALGBCTBRUE-4 IP, 
BEFAR EA AE SC, PATE 
AD BVB S in diy Sib Asem AH eT. 
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由 十 入 了 'PB 是 等 边 三 角形 ， 所 以 有 了 8 = 
PP' 旋 针 的 结果 使 AP SECUS, Bp AP = 
C'P'. Mil 

PAH-LPBPC-C'P'.P'P-PC 

”= 道路 C'P'PC 之 长 . 
不 论 怎 样 选 取 点 已 ， 这 条 道路 的 起 点 总 是 二 E 
BEC, wE UARA P, RRR RR, 
Foo) ui A 了. 

研究 到 此 ， 我 们 还 没有 把 握 说 ， 一 定 有 一 条 直 
Side. dun CA P'PC RER., a P 就 应 该 证 直 
CC E, MI BPC’ 就 应 该 是 60 (图 3-8) T 
X. RHE Con COE Be.) DÀ ERER ONE 
Re I= fam C' AB RAM 28 (图 
3-9) #227 [BD D, Af BPC’ 是 60" .既然 旋转 
HAP €R AT, i LSPF =60°, BF 
U, ye P eb CC yo Ae ABI IR UR DP^ eR 
ECP p. CH POC RREA. 于是， 这样 选 
Ri Puig. 


A 
CMM. 


2 b 

ce nU > C 
bw Pe | 
E 


m 5-n 
rs d 


ib VID Em AE A Tey a en de UD, PN OU RJ 
HE, OP EPR Se AY BEBE IE Se r5 ss e 
VEU Y p BRR, RO Ae AB LE AHER 
的 等 边 三 角形 的 第 三 个 项 点 CC SATUS C 的 联 
£L, Wi, SEFER PROAC Kirat 
fb. RAEE SE bf APDE 3 C m 
Mite Go", Bar ik APAC 3 4 旋转 ， 从 市 对 顶 成 
An 5 — 因此 ,关于 把 顶点 A, B, 
同和 相 应 对 边 上 向 外 画 击 的 三 个 等 边 三 角形 的 第 三 
^id, Bt, CRAM RIN SH PRE, RNG 
Fatti ideis. 

HER AAS LB EC Chos 
AEM m 【都 等 于 ` 
PA+PB+PC 的 ! 最 小 4D. 
"m ex P fh = 2 Ma, {F 
HAE 成 8" 的 外 (图 3-107 , 

WERK HEDE. F 
全 一 般 面 临 三 个 问题 : (CO ERR (0) RE 
ME --2 《3}》 解 有 什么 特性 ? PERUA T IE H 
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三 角形 各 边 部 张 成 120"” 角 的 那个 点 三 所 给 
Hi PAPE + PEHE, T —fBE HIC IR 
Bre HAYES, Uu. fe mig 4 7:8— T 
TR D. 这 当然 是 非常 出 色 的 . 但 是 ， 要 说 托 
MINE RH MRE TIP AP, ZBIEG AR 
8). SESH AR MA TOR P e 我 们 大 
Mk. Di, ted ae ce LÍ 
ne Her (Jacob Steiner) Er£e&qyprifu du 
PSEA I - RATA, Ah ee nt Be 

x 

yn. Eb- PTS de RE) AE Ae Dep HU 
WE. ocu P - PRIN, 了 A4+PB+ PC 中 有 一 项 
AS, Wi HRW — AERAN, Hise, + 
PAFTA Ai de LR eR Ph HAZE B5] E IPLA 
边 的 长 度 之 和 . BI. RE RU AU Ax i 
Wes mi: dice ha Se, RE, WRR A E 
个 项 起 的 话 ， 那 束 是 最 长 边 所 对 最 大 甫 的 顶点 . 

其 次 , 他 试 图 发 现 ， 当 一 点 了 是 问题 的 解 而 不 
MAH, EHAE, RIBES PA, 
PB, PCSMit a.5.c. ERTIES s HA 
AVAL T- AGAR, PER Se E 
PAUSE HAS: — PRET APE, Re e 
SR PETE GE DUG, CHHAT SEY, TEE 
Mik Cla, BRP RARE, Baa 

a 34 a, 


So REMC PRS D, BSR, (EGE sipir A> fH Bux 
Pogüibi a,b,c 均一 组 特殊 们 .妇科 #8 保持 这 个 符 
于 从 入 在 ， 寺 这 对 二 全 得 OA =o SE QM. 
Qu^ bo Wiest OR + OC Pome. AÈ is 
wi PED d chub. c Cee EA UE. [ef Q 
"m di OB + QC UR PICO =P et be ol 
ik GE P Ah OED FL 


(图 3-11)， 这 就 产生 A 
下 而 这 样 -个 有 趣 的 
分 新 Jv 
我 们 先 证 明 硕 点 p c 


BdnC ip A A E! 3-11 
ache xxr ed Hd 2n yp. SEL ER B SECULI SB 

" LET AB+BC. diy PB PC RF Bc, 

WD, SEAR BRE ACS 3-12)， 其 至 北国 


A 


al olr 
Et. PAP Pepe ys wh ABR 4 
Es ABIL, quu Beh sia, BE AS BC 就 
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Ed Pea s= P4t+ (PB+ PCY 还 要 小 
lh, TR B opaite, Hia C 岂 一 样 ， 

SEAS Be P,P BME, 在 
HAGE 788. dE A oR RB 
RC (3-13). RT dB xci efi A A 
EIR ARN SL ATE 
BL C Ab ety 22 £e ua ty 
KEL ERE 
KE, MEIRE 
Hi kte pa. i 
FASC BB > ia se 4 [i 
ift. Fe £d d ape C 
越 氏 ， 我 们 束 得 到 各 
At OP RARE]. H fe 
表示 正好 与 所 说 的 加 8 xu 
Jaipur TRE Hj A FERB. B TA E 
何 别 的 点 都 全 三 外 ,所 以 要 使 一 个 椭圆 经 过 共 中 和 任 
何 一 点 ， 就 要 把 丝线 放 得 更 长 一 些 ， 因 为 丝线 的 长 . 
RULER CBE ZA, BOE, SF 4D] EG prse Q' 
Hot, Ul A HARA QB + QC 的 最 小 值 . 由 于 
K gk E onppünunE-— us. BEE U EE 
一 个 使 Q-0C 为 最 小 的 点 … 出 于 了 也 结 出 这 个 
Beg. Pp use fh P= K, 

Tie JAAR BY E 在 请 处 有 一 条 公 切 线 , E 
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e P Weyl TA ER. Be eSB I 在 点 二 处 
APR, fit, CRA AR SUE PE EE. at 
-个 优点 的 光线 ， 反 射 时 通过 另 一 个 焦点 ， 从 而 入 
hig BOM SP Ri APC, REE, MALA 
P JAR, 那么 AP (E eR Sb BPC, qnis xx 
Wa RA TASTE SF BAC teat, Be 
RP CP HER RAE ah APC 和 APB, 
证 我 们 翅 BRL 
A LPC xi 
it] füidoyx,[ffj.4PV 
=x, BEA BPL 
的 对 项 加 《加 3-14). 
Fat, dir PY jf B hc 
平分 线 , ASR PC src 


A 


WEE x, F, f n 
APB ij 5 — FREE 

x, iX BE a xb 6x- 

380"*,x —60^, FAL. 120 


MPSS os 
LEB YE I 120" AY f Hosts 
CHE 3-15). BEWE ibe "eue. TAR bak 
PEL, 

Bh (Daniel Pedoe) 在 他 的 小 册子 CES 
AB, AP PRAT Ty fa LR i BRE. A 1 A A 
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Sf (Ptolemy) 年 姐 的 一 个 推广 . 

FE ER LT Fae Ee ee S.A BR. 
PA A AEE r. IER (Archimede) 
WATEA, e lo] Ba Beet ed Ge 
GH fe, PIT et APE a FE. STR TE ese p rE 
APSR, FRE eB GA = AE f 
-A> AARD 120* WEE, 

ARTE AD CLu fe ABC Bep HE ak OF Tl 
" TE dee PTH Ube Ty PH SE. ACSI A ER 

Fil CH E tR ah ea PP ee, BER ee A ie 
ipit EAA Ea ue me ([3-16). ALIS PREIS - 


a] 3-18 
LEAL EAR EJN FERE FE, 这 时 点 卫 BpiRHNS (E 
Sm APR A ABC ERE A, RPDF. 
在 平衡 状态 下 , 假设 二 个 质量 m PR Bok 
^38 。 


SE GU ET, BE alk a, bc. EP RSE 更 
p oC nib x dH ESI, Py MEAL rl FAR. XXe A6 X 
P a A LE BE RT Ug Jd A. 


mo mb--me-íamj.r, 


FAIR PFT r= E (at btc), np Ak, TARA Be as 
REME RAS. AE, ERARE M, G eek, Bp 
IRAR n. PLi atb +e Rep lik a Bay AABE 
对 zx HIE. ca, SAR ee eR i A ERR NDA HE 4} 
Hie Asa, h-b, h—c, URRY 34-€et+b+ec) fn 
Sh dg EC DE aL tPA BEP AABC KELK 
£x o zi 

s-t-(3h-(arbc))- (t - 3h) + (at btc), 

Hp org à BRAS RR, qd abc 在 平衡 状态 
"AERE, PIECU sod E D. 

A TRES EAA TE x a P 的 一 个 SRI BJ UL 
MCL, BIRR. URP cM, EuT 
丝线 上 三 个 相等 张力 ERDRE RAR EH 
ABM. 【图 3-17)、 因 瑟 ., 代 表 这 些 张 力 的 三 
Phe f. IRER OA. BRE TE > dj 
PS = ae E318). ADL, = Hee Se mai 
Besa iA 120°, IX AE xp OS BR ae 

FRR HE. EXE) i BA i ee 
d n VGA n Pa "e | WHE, xt 
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AS YOR, - 般 说 米 ， 不 存在 确切 的 儿 何 说 
型， 在 平面 上 帝 喇 一 个 封闭 的 等 边 三 边 形 ， 取 是 一 


We ATEJ Eman n AJE, MAYE 
H fe) hic NE E fg OS E EB. 


f 
图 3-17 图 3-15 
3. 拿破仑 定理 ”下面 这 个 定理 历史 上 叫做 拿 
MOEA, WL, Hee (Napoléon) 对 几何 学 
EM MTN I) RIE BIER EE, ADAE 
uj TP SEI, 
Tet RS fJE ABC ZAE HEBR at 


TT DI e art en e n a T a a n mcr or Tin eI i e ce nae ma a Tr a a a rr rn ra S e rer 


三 角形 分 别 记 为 ABC, BCA, CAB, X 


a. 


等 
NPA A Y. Z. 于 是 这 三 个 中 心 移 成 一 
信守 过 二 角形 《图 3-19). 

我 相依 ， 下 面 是 这 个 定理 的 一 个 新 证 明 ， 

竹 先 画 寺 个 等 边 二 角形 的 外 接 画 【图 3-20) .我 
们 避 用 到 的 具 是 这 些 圆 上 的 优 弧 ， 根 本 不 需要 这 些 
等 边 三 和 角形， 用 PO 表示 通过 点 A 的 一 条 直线 被 
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[33-18 mos rh 

KE ALAR E ROER EE, TE PRM QC fk P RO 
Ak apiid PO 交 成 80" WA, Mii PBR QC 的 延长 
Oh AY 2c Ta R, ZE Hw ae EGO” LA nd AR 331 
BC WX co^ WA, Pra REBHKH PE XUL AS 
说 ， 对 于 弧 AB Li- :点 五 存在 已 知 三 角形 ABC 
~~ Sp Fe GV fA POR, EM STIS 
— 3i p. Sle Aa Pe BS F Ee 

FE RAID AK —-+>, WAER RT ET 
Bek b. W Tiit — Aah Ae A. ib 
FR TIM parcs XA F fe] Qe qus £g, EE M uu jV 
Sy Rd RCOWDCQ np. FRAT, EX MNT 
WAGE, BR,OR RMN msi. dk AT om 
两 售 . ake, AT RAAB AYT 的 一 个 直角 
Xi. Pa ATR AK 4 OR PTT AY 时， 
这 个 下 种 AEI, EREI X7-XY, WQ 

=。 {l ，: 


PURGE ERICH. BLE oa Vy, 

IME, i» PO WREATH 2Y Z, W PR de Xk 
(fub 2X ZZ, mp POR BIE SU [B.E TS 
M e RISE) AT 4g LER RO BE, 这 就 是 说 SX 
V-9YZ-2ZX, TRAXY Z 24g = fae. 

4. -TERDA RNONSAHAB AM ic 一 
Sa Tei, BREL RAL? GAS. 一 个 后 
BE FL ALR E TP UR RAT ep MA d. o kD 
Tn PY AIR EB RBA Oy? d". BE, PRA 
MA MEME 其 直径 为 4. nii 从 

全 中 除 邱 叫 间 ， 那 么 剩 下 来 的 内 部 仍然 具有 
aa RE SE YL CBS SBR 大 于 

i8 iE :对 丁 每 个 小 下 4 的 数 s， 这 个 集合 中 却 存 在 
两 个 点 ， EV PHBA AT 5s， 按 照 正 规 的 说 法， 站 
径 卫 集合 中 两 点 距离 的 上 确 办 .如 果 存 在 最 大 距离 ， 
这 个 最 大 值 旺 是 直径 . 

我 们 这 个 阿 题 于 要 讨论 的 是 整个 一 娄 走 468 1 
AS. TOP BRE IC. CAD BE ATS 
re PF HE HS BRA A De A OB te ey oes 
APR- “PS SEE AR A, ERA, 尽 
Teh, FE AP —--P ATR Ree ee NI 
是 容易 证 明 的 


ni 人 ee 


4 TEGN- rer 
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FA PE ne pRFTE SE, tee Ix PR Pay 
KOPPER. SR E tE Aai ALI Eh FTG Se E 
HH. FURL Mg AE " Ry. RAE GAA E 
A. IBAR RE RRR E, MER 
di Uii ICY 3 AS AE psp A de 
Tey yey 32n, BARNS RRA G 
A p. BATE of 2 A ATEI 1 ALE R 
kai AUT BRAK AY SR SW SABRES 
EISD. AAR. PRATER BE Ree Pe A RA 
Oe RET.: oP ec d 的 集合 并 不 总 是 可 以 
WIEBE p HERA E pk, SRSA, HAE 
ik, WHA 1 ISOS AENM EAE (直径 为 
LIR TO 不 APE TASS 1 ATE EEE. ERS 
Beka AH fRSRS/S.. 3. HES BREE 1.15 (513-22). 

PS ANG EGY SES GE DERI, RE EA EISE fit 
— PEC fü A TE, REEMA -- 
i E TU fj SF BY PES 


E] 3-21 E 3-72 
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BR, 已 知 集合 S WAAR tnd EEE 
EREKE: AIHEET — T ROT BS SOETE 
bid S， 假 设 这 种 
RRMA BE CÓ PS 


menu. on $f 
条 边界 线 是 fiti Fi Mis 1, "np / 
(f 3-23), 于 是 可 能 。 0 -+ 
AWA RL. m, & 图 3-23 


GÀ) m, 上 上 可 能 有 或 
可 能 没有 S 前 点 .如 
HES d PR CDI 
如 圆 的 内 部 ) ， 那 么 
HE m 和 ms 实际 上 mos 
同 S 不 接 船 ， 但是, 在 任何 情况 下 我 们 都 可 以 有 把 
手 地 说 ,这 个 最 罕 的 条 形 区 成 哪怕 稍微 变 罕 一 点 ,也 
会 使 S 的 点 落 到 它 的 外 面 〔 图 3-24). 因 此， 我 们 
容易 推出 : 一 个 最 窄 的 条 形 区 域 m, mm; 的 模 断 距离 
至 多 大 1、 事实 上 ， 假如 条 形 区 域 m, m. 的 宽度 大 
于 1， 那 就 可 以 同时 相向 移动 m mn, 每 个 都 
&& zh Ia] PEG E HE i ARTE: DX Ik, 变 窗 到 宽度 正好 是 1， 
因而 使 S Wu PAE XE AS J I DR PW 
5k. Ek, DEFER SIRT A PMO, RER 
大 十 这 个 变 窜 后 的 条 形 区 域 的 宽度 ， 即 是 大 于 集 5 
Bored. qux EN. 

ik ea’ ,b6^,cc' BRAS S ME HP E 

4d - 


SER, iere 
EB AB soo, ix 
Step Eg 
PU fg WE abe 
Ha bf cf! AB LL 
LEE pS Oups 
25). MOS pu jal 
c ka P qnp ux sm ue qm 
EE Jk HUS AR UI SERE 
gaki, WBE phy Be 
cop VÉBEBIAIRiRGIEZE. BS p ie A BB, 
P SEN GTB La ER AS aS TE TT 
ia ^ HIR, 


dte+foHoh, 
HOVE FSR, 
WY AE, ie POR Le DR BR ERB EYP TIN, 
By BAAN ER UE 2 Be ot BPR SPR ER, fe od 
Extd, yte Weti. TREA EERE 
BAP i, MUA TP RE: P A HIE BEB AR 大 
Pi, SoA Gy fy SN a eR eS PR RKE 
ZAR ICY 3, CT 
k+ kS 3, 
£E HE. 产 和 及 这 两 个 季度 不 能 癌 时 大 于 3/2, B, 
我 们 的 师 个 : 答 迪 过 前 形 中 至 少 有 一 个 ， 其 高 庶 不 能 
* d5 


ALT 3/2, Mali Fei BoB AT 
20. 38 Lys 
an YY3， 
ix BT A Bee 


2] 题 


1. fIABCHICADE + M60" Mi ABCA 
{tj wk PB. AB, BC, BDA PA,PY, 
PZ, wm PZ=PX+ PY GE, 维 维 阿 尼 和 定理). 

2 给 了 平面 上 -点 瑟 . 求 作 等 壹 三 角形 AC, 
使 得 点 王位 于 三 和 形 内 部 . HAS 4, B. CMH 
ARACHAR x, y, 2a. WARR BUE Hi- 
个 顶点 旋转 got). 

8, ABCD hoes, Epift 
60° 1% 120" O46 AD FDC ER fey oh eye — 
fie ADE DCF wil, BEF ERAZ. 

4. DFE PWS ABC h BC ym. 
BD 和 DC LAH wpb Sw — f BDE 和 DC 
F. 证明， AE Gm AF PBC 三 等 分 ， 

5. TE AA aC Hi pde sh sii fe xx A E 
ABD BCE CAL qiDmr-,2E-.2F-180". 
iE Dix ml = FTE RO oh BE ah. PRWEB EP oP 


TE'A nme 也 对 . -一 -- 译 注 . 
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FIBA ELD POR HS AE RIT AD, ZE, LEF 
($i. EPOR TE Gg y EPI Aik. e 
PRE C ME, 

6. FERRO Tr, AESA S A = AEA e 
eS bY p AR R, SELER. 请 证 明 ， 

T. 在 拿破仑 定时 市 ,如 困 等 迪 三 角形 是 向 外 带 
HSA. WA EHe FEES Sa fBmme “BR” 
PIKES: WRAY, BEM CMT 
拿破仑 三 人 角形. EH.: 4+. Pudet —HObBD SL 
站 正好 是 原 三 角形 的 面积 . 

8. 证明， 外、 内 拿破仑 三 角形 有 有 同一 个 中 心 
OEZ T), 

9. dp T AKA Li AE 92/4 3 IA 
He II. JI RIEA i Bu A DG RE a, AE 
THETA AM DARE EJ 内 . 证明 ， 可 以 用 三 
IR AC ETL TE CLA sil HE BG Xx 48 Bl AE Hr EAS 
BRE GM. GROOM RSE SEA i 的 等 边 三 角形 
IRI T x), 

10. HMR EAN II ex di 5 np opi Wb Xu [c 3g 
Lit 3 RE NV H ARE, TERR. IND FRR Ry ET 
Pe AD AIRA EJE RS PRB a ESC 3- 
28). (1) a 77 WADIA, ib O 表示 回 心 : (2) 让 
A Rope Fan FF ABP, O4 Ly 的 
SERA MI P. (3) EAE PMR H 相交 在 

" Avy a 


0 4 QAR, (4) WR 
AQR.(5) 在 项 点 已 外 
aly. (Xr aR PAN dL 
JE Jg AGREE 2 eR 
(I, Pal) # 1920 年 握 
iB, BELLE EIE 
Wii 1 BE qug Cm 
aos El AK 38 FH BE ae ) . 

11 ， 在 一 个 等 边 二 角形 内 随机 选取 一 点 卫 ， 从 
P ZEZE, RETIRER RR 
一 个 三 骨 形 的 概率 是 多 少 ? 

i2. “(PR ABCD SW tux deu 
[RT AP A p] ESEIN O- fA. 证明， 所 得 到 的 四 个 新 
的 顶点 确定 一 个 平行 四 边 形 . | 

13, AEC IER =A, MAB 的 一 个 内 点 
BU AC 的 一 个 内 点 王 一 条 连续 的 线 ， 不 必 是 家 S, 
把 AASC 的 面积 平分 为 相等 的 两 部 分 .要 使 这 条 
级 慑 得 ， 试 确定 应 该 怎样 画 法 ， 应 该 有 什么 形状 .- 

14. AB 和 CH 是 平行 真 线 ， E—JRDURARAF 
BVH LAE FEB pm EP OMA IE 
Widcc-p PAO Wm EF EARR SIRAT 
P, ERBAT Qo, fh PG GF FO. EQ 
TG, (E PH PEP EQ, az FOP H GH 
PLE, BAR PI, BCD TK EB C A 
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Idée KW. 
参考 文献 及 进一步 的 读物 


C1] Coxeter and Greitzer, Geomctry 
Flevisited, Random House, New York, 
New Mathematical Library Series, Vol, 
19. 

[23 1], Meschkowski, Unsolved | and 
Unsolvable Problems in Geometry, Oliver 
and Boyd, 1966, 

(31 H. S, M, Coxeter, Introduction te 
Geometry, Wiley, New York, 1961, 
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v9. AB PAL 


TE IX Se AR VE ie) 4 BR PY PA 
BA Ae HBR HR oA E a E Seb ae TES. 
AB Ej q^ TE "P DAE > A5 pp BS RE Re Pf 
Ri. 

FRE) TTR AR, 摘心 在 原点 ， 
47S hb 50 he. Xe PRE PRT uaRB- BR b 
Cir ay SS AB Be aE AE AG MoE S6 RU 
PSE RR). HETH. SR A-ha 1/50 单位 ， 那 
A BA EE qn HE B 1) ER TO BE eB SR) ey TÉ 
3X; DIE, Wee F 1/Y2501， 就 有 一 个 
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48 25 05] 73 [8] Tee 0 PP e RETE RC. 

Ju] i tf] hz — 38 AE dB TE RE RR Cm SEE 
fi RPE Cllilbert)B] fie $3 Ag HA fa] DIEN (Her. 
mann Micvkowski, 1864-1909) [IJ — 3 GRI AL 
FS Jp SMe pe BE, RISER n - PER, dE 
RR — fc As bl Be aC TE n fo EB Ar ve quy CB ii- 
chfeldt) SI. 

hehe res PRA i px. 
ae APACE Rf, ndk—A EROR, 那么 不 Rit RB: 

[i PAP ADE, AT Ee ee CRE 


icit HT SIEG 到 一 个 位 置 ， ， 至 少 要 前 住 4+ A 


ag lF 
1i. 


aoe om maman 


便 如 ， 如 果 卫 的 面积 是 8 并 单位 ， 它 就 可 以 平 
E 8I — T BUR P HE 9 THE. 

do 各 5 是 整数 。 方 程 为 x<=a 或 y=6 的 
HAm ATR KA EMRET. ik 
RPH E RRI RFE BP, JE ae E 
方形 ， 从 而 区 域 R PERT AT Fe, EGEK R E 
涂 成 红色 的 ,而 平面 的 其 余部 分 则 杰 上 人 色 . 填 是 ， 有 
些 单位 正方 形 可 能 完全 是 红 的 ， 有 些 可 能 部 分 是 红 
fs. mf(5- SW Lf. 

ERNIE RER Ern ep A RU RT EDU EC Um 
BERE. HER I HOR CESAR EA ENE T Jb. 


= 5] >» 


现在 考虑 底面 7 了 RHEA Ka fe Ae 
dE —Li— BYORI. BY ihe C LISSE — To e tE 
HOA. qp A GRRE, fr OSEE 
fü dp. Twite A 的 上 方 的 点 柱 中 ， 我 们 
KGE. A 7b ORAL ECA, 


FRA) FE EAA AE, 底面 荆 中 必定 至 少 有 一 点 被 
n+l 个 不 同 的 层 以 红 点 瘟 住 注意， 这 里 所 说 的 #9 
满足 条 件 ， 呈 的 面积 大 杆 # 个 单位 }， 为 了 证 明 这 
JR, ARE. 假设 竖立 在 了 上 和 任何 ~- 点 处 的 那个 
SEP, ZUR Se Pap, MER, Sb Ae 
RAR AS AEA RETRO APTE on EU, 有些 可 能 含 得 
Ape, HRA -AAEE pe PES, 

现在 我 们 来 计算 那 -一 堆 焉 方形 上 红色 颜料 的 总 
斌 .底面 地 的 面积 是 单位 正方 形 , 即 佐 坚 立 存 人 的 
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fy SAR MORE SB fy tie KP on ET, EB 
HEAT EAR PS ETT bs BEB T 的 
机 fab RAT n EARS DAY ER Eon Ri), BREL 

一 惟 正 方形 二 全 多 只 能 有 可 以 党 # 个 单位 面积 的 
BH. DUE. Rta R yl he i Bg TALE HE Ey UE 
"qt, Wy AR AT os fing, MUX -E LAJE 
Pes SFP AiR 5 个 以 上 的 单位 面积 的 颜料 .这 
是 个 直 盾 .因此 ,上 必 有 一 点 ,至 少 被 红 点 
ME ok 次. 

Pa fi St — A Se LP X OR ar, XE 
Ei Di bbe Poe, IE, Bae 
TE a d» AATA., ik Red Hie Mer Aid cA 
A, Sa, Xa, Rm Bee nci, dR. FORT 
43 Wr FT ARA EAM ORME, Ba BER R. 

BERS Xi TIEN JE a I ER 相 
AM DUEB, PPR Meare, Rp A 
Zh35--cPPT GA. OKEE A HEAS A; 移动 划一 
Pte Pot AAs X: AIEE, AT RIA. € 
ebay ne i8. A, RR FEAE PR 
TRPE nti Pa UB i E. 【证 毕 ) 

ALAS RT EE ELA F RITER PII A RE zs 
HORAK., WERE TARRY. RNP 
we AHL na 时 一 个 简章 的 推论 ， 

推论 ”如 果 民 是 一 个 平面 区 域 ,其 面积 大 于 1， 


MT 


a $f- 


BA Rod. OM RAR us. Pit PR 
BARE AB ae WERE OS Gn. v Os, Va) p E 


TE 


meas nr cem ue me ar na mre Lm. -一 一 


注意 ， GENRE 4 与 BABA BT A, 
FFAG R Eme AA PO, XP HEB aS. 

出 布 乎 希 费 尔 畦 可 理 知 , AR R EAA 
MI, EYED ntis? Ai, füin. d B, 
盖 住 格子 点 4 和 
元 23 村。 Be 由 于 格子 点 的 
gc=BG| ERRERA, Mi 
以 任何 两 个 格子 点 
fh os s MARE 
也 部 是 整数 ,可 
R, PEREA 
线 的 位 置 而 不 改变 
ED, PEAS ea RE BR EO 
Hn, A 30 BOEXEBUBU BEER SS ANAM E 3E IDE e 平 
移 后 的 烙 了 点 A, AB ARR ZEAE, 它们 者 
Howe GEHE) 

现在 我 们 可 议 证 明明 柯 大 斯 基 定 再 了， 这 个 定 
理 在 直观 上 足 显 然 的 ， 可 是 还 辑 上 并 不 明显 . 

MAG -ATGE CT RUNG 
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S 


"e Lan 


C— ThE RUN ER ARB, RAR T ER A 
HR), 

- -个 区 域 如 果 关 于 原点 对 称 ， 那 么 当 它 售 有 点 
Cay, EUF P 关于 原点 反射 而 得 的 点 局” 
NO AME 已 经 过 原点 在 反面 二 同样 距离 而 得 的 点 . 如 
WLP Fr bs (x, v), WEP? FABER (—x,—»v). 
PDK, PEGX. ANSE DO O03 BRB EL eh Ai 
MS Coal, CAUR ECT DMR BOTS 
b, 

i AR op EE, TLR TE A ey et A SH, 
直到 在 每 六 作者 正好 
是 原来 的 .- 半 大 ， 即 是 
THE GG IBERE SS E 
KA EX £X In] m HE EE, 
E EJ y aH Sp E er f 
Wok — PHI. x 
TE BA er} b> fy Oe 
为 WOMEN BLUE RARER BARA REC R^. B 
然 脱 胀 把 直线 亚 成 与 之 平行 的 线 ( 如 图 4-5， 让 47 
Boga A, BRIA, wp AR TAB, eee 
“RR CR AB! AoC’), BrbLBE Be3EAS Br 
SERVED für Ach, TAS Pe IB REAR, H 
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He, A Rg lad 
FERIHAAA. Ildhs. 
eoe XXE Aeg. 
RR" 也是 一 个 平面 
凸 区 域 ， 关 于 原点 
对 称 . EAL DER 
于 原点 OR, A OR RRR P G, ER 
BRAY TR 4. 

HE R" PR BCE REE? CEIA tA 
KETAT e a BR RE BR 
K bET, EY I EO TE 
FEE TIE FSR A TRS Fa 2 E ee R 1;2 
缩小 时 ,面积 就 按 比 康 (1:2)2=154 Hr LHP RO 
初 的 面积 大 于 4, 所 以 我 们 断定 RN WERKE 
1. .于 是 我 们 可 以 序 用 布 里 项 费 尔 特 引 理 的 推论 了 . 

HE., R a BAA Pi (x, 3a) PC Ya), 
FCA PRA xi—oxi MIR ya 一 2 A ak Be BR 
ZAR ORR 的 中 心 ， 所 以 关于 原点 与 Pi 成 对 
PRAJA P C= ou, yo BUE R Oh, Fik PY, 
和 P EAT R W, | 

现在 利用 二 ”是 西 集 这 个 事实 。 WEE, ux 
RUER We. RES PLP. aR ABA OR. HE 


Xa X, 


MET UL ar (3 


Mar \ 
2 ) 属 
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ER, 

现在 把 我 们 的 膨胀 变换 逆转 回去 , I ORO d 
Ep OL ERY 2:1 BYR ah R E e 
TUEBUOEWDEZS, EOLA RZ RT, RU 
i) hj zt ES da 24 Cnm BO eoe fis. F 
Aka M gag AL (x. — x, Ys Y. PE M ^R 
faa. OE, d drum SR TRSIXungjÉdE. MORE 
Pa AR. Mus MIOREEIS GR, CES P 和 Pa 将 
pim. xx dudum Be oe RS HEI A w, 
ESL Ra B CELA a, EE) 

TAG il Be A FENDER pui) Sk RATT 
TRW AEE RS 超过 Lo mfi, WEY 
4T: fi 2 18 8T AP EE pa ELA, ih, AOB 表示 
RAE- i, RAE eS kg, DERE. 


GU rA L, USO IRS AT dE ALES, BF ER, 


E] 4-8 


057 + 


既然 9 是 正 数 ， 它 就 不 是 一 个 很 大 的 数 ， 现 在 让 
p 表示 任何 一 个 大 于 而 小 于 + 的 数 ， 例 如 
+ 二 9， 在 果园 的 边界 上 AF B uR, RIR 
在 两 个 方向 上 截取 与 30 B 相距 为 的 点 C, D, 
E, F,Xc WE Y AUR EPFDC, Hu Ss 
点 OCP RIE ROB RSEMCK T). BRE 
FD-AB = 100, 8 kop, PUM UE 200p. 因为 P 


KF ,所 以 这 个 面积 大 于 aui pP EF DCX 


平面 凸 区 域 ， 关 于 原点 成 对 称 ， 所 以 据 明 柯 法 斯 其 
定理 ,我 们 的 建 形 含有 一 合 异 于 的 原点 格子 点 二 .在 
点 :+ PP BA eh rk p= CA, MAET hb 
的 这 棵 树 之 大 ， 足 以 和 直线 口 4 相交 , 从 而 墙 住 在 
XX 7i EARR. ME ,这 个 矩形 也 含有 一 
A RUBRIC RT, 在 该 处所 种 的 树 堵 住 了 沿 OB 
的 视线 . 这样 一 来 ， 我 们 和 似乎 可 以 断定 不 可 能 从 原 
AEAT, 不过， 在 我 们 的 论证 中 还 有 一 个 难点 
要 解决 . 《你 知道 是 什么 吗 ? ) 

3X T XE I 56 77 48 E EGGS ABS BECA h CDI 
ELSE LUCR ECT RT HEISE TEXOGEBIGX FE 一 部 分 里 ， 
Fu TE PAR eB EO at SE PRA ASR | TERE 
SPIE W P RR AP DC Fe BY EUG EE fal — y 
中 ,我 们 间接 进行 如 下 : 对 于 矩形 的 任何 一 点 而 言 ， 
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AG EU RA FoU Bh UES fée cr BOC = 50% p, 
Ay pi, PRL OTsZOC«Q55006 nf TE 
WP PaT, AA OF 50, But 
2500 SÖT? < 2591, 

Ag Aa P(e, yy), M) OTA = x+ yt, 这 里 x* 
和 了 HRA ER. PRG OT? 是 整数 .但 是 在 2500 和 
2501 并 向 供 林 汪 有 整数 ,因而 了 不 可 能 落 在 果园 之 
让. 

让 结束 林 文 之 前 ， 让 我 们 证 明 :， 如 果树 的 半径 
减少 到 小 于 lvw2501， 则 可 以 洪 善 把 序 点 连 到 点 N 
(50,1) 的 直线 看 到 果园 以 外 的 情景 . ZEB ON 的 长 
HERE 2501 .出 于 格子 点 是 成 排 成 列 地 开 现 的 ,所 以 
容易 看 出 ,果园 中 培 靠 近 直 铸 ON 的 格子 点 是 点 M 
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(1,0) ELE ROEM K (49,1), GEL RALA 
(50,0) , 

现在 AO M I 的 面积 可 以 用 两 种 办 法 求 得 . 首 
先 ， 这 个 而 积 是 L OMLN, MÆ- s- 


以 ON XI. cb ho MV HE, RIIIE — ‘ON 
A, WE SAY 2501 ATE. RNT 


Sy 2501 =, 

l 
2501 ， 
TR AKT BCE, MUE M 处 所 种 的 柑 并 来 
APE AERA ON 的 程度 . 同样 ,在 点 K 所 种 
RIP, BESR SEI BAS EE ON, BPELTE 
à& 4- 7i AL LE AE fap RIRSE PSE a BY BL. 


即 A 
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1. [d4-8 AS 
VBA x P. MX 
看 不 到 过 AG 的 一 部 分 
REP AL ORR 
HIRE ,舍得 从 其 中 
图 4-8 ZAP ASHE SE & HC 


ti — R. 得 作 一 多 边 形 H EIMA tSpi 
ae " 能 完全 看 到 H 的 任何 一 条 过 

2. EIH O ui 9h — p P ROER PAR 
CANAL HERE). tE O ALAR EDU L, BOA” 
的 中 点 《提示 ， 考 虑 中 心 为 也、 比率 六 -的 及 
He) 

3. Th TPE HEH. (a) JOUR 5 
哪 二 个 格子 点 ， 都 不 能 得 到 等 边 二 种 形 ;，， (00 无 
E EHENEEA-MCT S. 都 不 能 得 到 正 五 边 形 . 

4. yi. MELA 1 的 三 区 域 可 以 被 面积 不 大 
2 和 的 -一 个 于 行 四 边 形态 

53。 加 图 4-9,[3 C, fends R= 1 A, dE Z b 
W putg L. fC, MA mA C., A R S=% 
洲 ， 切 十 上 和 工 ， 在 石 边 朝 外 作 一 系列 的 圆 C, 
4E Pg C. RUT C,m L H5Bp—TI Ci.. ff 
gp. SIR Joi 388 X. A SH EAE SE E. 
iAP Aem np ELM SE > EPEI BI? 
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e. Prix kf € Geometry and the 
Imagination} (JLfug Lj 82879). -- im 43 I 44 
B.A A BH Ay AP GE REOR A Do FURY AE A 
à [RI RE , 

7. Wile ¢(L. G, Schnirelman WHA, 
t905 — 1935) iE B T — 4 Pr Ph BIER, ELE, 
ROA POR AIBA. FU FSA TAREE HA, HE 
一 条 局 长 小 杆 4 的 由 曲线 都 可 以 安放 在 坐标 平面 
ko HERS AIERT. 


参考 文献 及 进一步 的 读物 
Yaglom and Yaglom, Challenging 


Mathematical Problems with Elementary 


Solutions, Voi I, Holden- Day, San Fran- 


cisco, 1967, 
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dn. AGE EX 


t. 引言 ”很 如 我 们 想 因 道 一 个 平 而 图形 信 在 
ER m ALETA JE w, RPT SESE m (ERA 3 
itl STUB Q 的 最 淮 的 条 状 区 域 , 然 后 去 度量 这 全 
DEBE PRE IP n] TES 2» 
SR AR DX b fj — 3&8 anu fec 
HE Q tte E 线 ， 所 以 
x PA RU Tg gd Q B -- n 
对 平行 的 支撑 线 ， MO 
没有 边 漠 【例如 隔绝 内 点 
集 ) , 那么 支撑 线 实际 上 图 s-i 
[d 忆 不 和 相交， 以 下 ， 我 们 认为 所 有 的 图 形 都 有 过 
界 ， 所 以 支撑 线 的 涌 主 小 要 经 过 的 一 个 点 ; 如果 
AGEGOHERE EO, 则 整个 图 形 Q 都 在 支 接线 
Er Ej- 88 

REI Q ERAJ Il] EB REESE +E, u 
Hi Pe BE, Xu AA Ha EX, CO. DART GE ER OE E B ER nf 
W., UAT SAS ay fs EA. Hepp 


a—--. = -一 一 一 


a 
= 


ik m8) Ho Oe AR, APA RR. utu. 
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th LW gig (Reuleaux) 三 节 形 ， 作 法 如 下 ， 
BA SUB TREES. MAR y i H 
Mi. ARDER- RT AR EY — a 
Sek. WB RRS ALDER. EA 
BERRA E ED EC 


&j 5-2 ` i] 5-3 


ARE BLAUE Co SERVES 如 果 对 
^ij dbit C PENI EA OR RR, BAC 
BEBBE- P OE EB R36 Sc PER 08 0 f m dar, 
这 种 正方 形 部 有 同样 的 大 小 . Edi. usb € 保持 
BE, MTU HARE S AACHENI, 
Aik ZEB SR OC PR Be A PIB 
相对 性 ， 我 们 记 可 以 反 过 来 让 吕 在 5 内 旋转 、 pd 
我 们 可 以 把 党 宽 则 线 想象 成 可 以 在 倚 个 正方 形 5 内 
转动 ， 并 且 总 是 与 S 的 各 边 保 持 接触 的 曲线 ; 常 宽 
HALAS ARE, HRS Re, E 
Rui BEM (Barbier) 定理 药 人 性质， 
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‘AE IR f 9 PE (LEE (n (ns o M £l RC ANNA 
Kah, 

站 38 OOF GRE FS dE AU CS [1] 对 于 这 
SE HER free THe See HH 

Ax. (ERK PRISE, RAA LAAIE ot 
mek. Bere A 曲线 《delta WER. MAR 
RIZE 4ST AY AL. CPR AR ZE uf RAGE I PE CH 
BE figli) AY BE Ee SY 

2. à 曲线 PATA US SR AME o Te fe Xa 到 的 
AZE. I,A MERJE IRI IRAE TD UE (eng. 
Feo, inde ay ^ Pee eb —- RBRIEGE Xu i 
££. om) ty A WAE. 

iby 2J A fey EA i Fy Fe AH by Bj À qui J AS EE 
4n p. DANSE Ail, BUR REY hp od BOXE 
SARA LR tg B ME RR Pe fü 
JE). SERIfESGIUR AE aa AB PER. WIN 


fü 5-4 
EDU A BAB. —ERBDE. ^ BIB ASS A 
E 55 " 


JURA, Reg SOA 4A, B ARIRE- 
c (nfi, ^u 4 ne ALT, C ub A 
[QU D) 重合 .i 图 5-5 ABER A BUA IE RE TE P 
IEI m ER, Af 5-5 Ca) BYTE E. WRAN 
和 狐 形 党 点 过 转动 《就 象 一 个 向 上 届 超 求 的 夸 子 在 桌 
MRP OTR) PED) eshte ph uk AB ihi 
ARR C FBS ys ux Be A SE 时 ， 
T. A RD funi SE ES ath y = 8 
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[If 5-5 
图 5-6 表示 C 点 沿 着 三 角形 另外 两 过 移动 的 
情形 ， 更 加 完整 地 描绘 出 A 两 角形 回转 的 全 这 BE, 


(rS Kaze. oo C WS er RE Y — 
EL, Ou p PG HZ HUE T .二 角形 内 转动 了 "E. ) T 
ALR PR DEM A Te ae A ik., IN Jy > dr 
Dans s A Ae Sef) a ALIE, 

DXX, ARE LINE Ae. Aa LE 
Tob Be Sw — füJÉ, Ta OT eR 
IVES) A A EEUDGP GEEZER 1207 AID. 条 
iamyZypg LR, Sh PSR LT) La 85 xE 
了 但是， 第 一 条 边 可 以 随意 放 在 你 言 欢 的 任 倒 方 
iE. PY EAE W A BR T PA Be A 
CAE. cers te say mL 对 于 我 们 的 两 
AUB, RiPS, En PTT ob ee aS 
HER- PIRH. Am. 和 两 前 形 可 以 在 任何 一 个 外 
Be = AUBIN MES fab (Gu Fe a oe HED X 
HE Wa — foE AD A), SUE = FR BU ee Èh, 
XA, WA BAAR AB SKEET, ik PQR Æ 
REER — Pah EM IS 
fhe, PS BKM 
P gale. 我们 
CREA, PS =A, 

iE QR Ai A By fü 
ERIE C Aba ze, 
Ox n ACR HA 一 
i, BA QCR Aa | .图 .5-7 
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ee Br LOC 是 QR ASE, EMRE ACS Teh 
p AAO RH Ae. MA <AOL = 60" = 
ZAPB, Wii APOR yg ARDY ME. Te P Fn D 
ABIZE feb 是， 和 在 如 处 的 前 c1 20-6907 
(JE Sono fie ABO p), MA ZAP OR 120°” 
从 而 ， 

207 AAPO=60° +120° = 180°, 

SARE POT TOR, Ak. POCS HUE. 
RAE PS = OC=A, WIRI. 

-AAEE 0E ES ea PY E A eB dE 
qemi EE. 图形 PAS eS AB UR A — 3e 
高 线 出 现在 已 知 方 问 B p. BARS AM 
h gu RE PAA al AR EA “RE”. AR, S 
Hl; £x ih de wf es RT ER 


ee EEDE PATA KPE 
Vif. / 心 、 边 长 为 半径 面 四 个 四 分 
ap 之 一 贺 ， 它 们 的 公共 区 域 所 
确定 的 昌 线 是 和 HRA 

D^ Y AAT. | 


A ARAIRE RAWE 

FA, RNR. WA 

gli £& YE SP AT AR IE RET IEEE. C REGEL 

THE fh Ah RIE CF "ERES TODO), dE 

USB ^ BIBT TEE GE A gg do eb gr me 
-68 . 
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Kk CÀ MER RG LIE BR). 

3. SRR ien E I^ Wo ES 
REC, “eee sap tebe first E. Ants 
JE ahi Aba py rd, POR AR Ay ADAE 
OPK PEL, MOOR IR AAO AEB ACD IAD. BIA 
AP DAES REIEZIJGÉ. Pea SR THEA - OR REN 
eye mW lp 2B 24 OR tl BR fae Se ee, (HBR ES 
由 还 在 另外 一些 用 线 ， 席 谓 “ 大 小 得 同 ”我们 是 指 
Ej EB. mu Abs Be Eg ul. 

| tE - Pak vie. U- a AA G, DL 
iar AA E mA PP Sal. EST AIR 
AR 328 FF sith az 5] OR Ae dox 3S gr £X rro inp AN IEEE Ar Bl 
£k. PRERE: 2628 HER A i D 3e f XX t 
idR ES 


“p 
a 


oe 


Fang NEUEM ES T VZD CT d [1 ng 3€ HE 
(J. Levitt), ib ABCD Rinne hm arr. 
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PORS EILA H RIE IAB DU B4 D 
Fe FR AT AS Tt SR ALS PATE AY a 7 Bf. TSE Fits 
AICS? RAB. Be ER SE, the), =F 
周 长 BP + PS + SD OEP YB ABCO 两边 
之 和 . 

HEERES METRAI ERE T Abki, E BTD 
FERA, LJEM C. 让 ACE RREH 
©- FTCH, PBW SD HEER A e 
TEA AY AB, fE BXC MCDY 全 等 ， 
PREA BX =CY DY =- XC. WR PX =TC=SY, 
我 们 有 

PB-SD(PX-BX)-(SY-DY) 

= (PA +SY)-(8EX + DY} 

=2TC- (CY + XC) 

=2TC- XY =2TC- PS. 
een PS, ABA, EWA 长 正好 是: 
27C, BAW ERA DRHE. 

这 类 曲线 中 还 有 一 条 
HBR, (LA ALS Wn gi £e, 

A 是 从 等 边 二 角形 ABC 得 

到 的 ， 作 法 如 下 ， 把 三 前 . 

形 的 三 条 高 线 问 外 延长 群 

Y z RA,Y 4, (dii AX = 
图 5-19 BY =CZ = = fh JÉ H is 


x 


EG XY LZ Ala, FE TD] AE 
$X. BRERA —2&3A RW PB Ne, YET 
Ti PPE TE W eS, 

JAIE ABER UIA, HO 0p. SPR Rue 
HATH ALR 4A 四 所 有 形形色色 的 而且 部 [a] FÉ 
iE nh (ELL se BEES BE EZR D. 

4.3000 最 后 ， 让 我 们 把 冰 题 的 提 法 Ro 
X. PERR, E 
JTA x3 ABW A fee 
E tii oh JePe FF [el th £k tE 


fk, 33S hee, BROY UR «i 
是 显而易见 的 一 个 以 和 外， 下 
别 的 只 知道 一 个 ， 那 就 足 Ne 


两 个 每 汪 ， 香 一 个 都 通 ; 寺 
BTR G, ERA 

共 区 域 所 确定 欧 曲 线 ， 让 

X Rm Y RRNA C, A m Bl 

条 如 表示 黄 个 交点 ， 于是， 三 第 形 AAY, BAY 
显然 都 是 等 边 三 角形 ,并 且 对 于 红 AY OB .上 任何 两 
SPH OWE POS EARS IL ZAJEPQX 
出 是 等 边民 角形 ， 因 此 ,入 4 入 YF 可 以 绕 着 点 X Bm 
动 到 入 YY 了 8 的 位 置 ,然后 又 可 以 绕 着 中 bY E 
点 也 的 新 位 置 ) 转 回 到 它 原 来 的 位 置 ， 结 黑 旋 转 了 
三 分 之 一 图 .重复 这 个 过 程 ， 可 以 使 这 个 三 角形 在 

。 Ti - 


曲线 内 随意 转动 
练 2] 


L BRIZA ARCA A--+ A BE, 
接触 点 是 已 , 广 , 克 证明: A ABC We UY, 
WI Abn = Se eee Ho Con kik OY, Ws} de 
3j BC,AC,AB Hoik AM abART P. 
pde. WAP CIT MM P Tu HW. i ae 
[A iii A WAERD SOUS By fla OL, TF 
AOFI 是 等 边 三 角形 ， WW. UP aay SC.) 

2. ibm bo AR SINS JE ABC 和 其 四 的 
-条 HA a OY OW a p». 
EARE AE VX, uEHd. XU =h, GRR, 
uae AIR, RAS 1, 并且 很 定 练 习 1 的 
PEM cl HE) SHEF A 曲线， 不仅 是 对 A mia 
WE, 

3 如 图 5-12， 
iE i= H JE ABC 
HU — egg Be WE E 38] yx 
X,Y,Z, Wi AX, 
BY, CZ 都 等 于 边 
A.U X,Y,Z B 
“DH, SIE BF. 
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C, A HIC, AMEER, TEM, ERIRE i ii 
#8 AJB ABC ng Bri p BORE BET STE HS. 
4, WEB], i1EZTJEGHET iy be I a A ED E, 
5. FEE fA= fA iR E Ah. fh 这 
PEDEM Re, EIFE AALE T 5m 
Ef., PH: XX PRB ARIE. 
6. WEIL WHEE 1 的 已 知 上 四 形 ,总 是 而 
以 作 外 接 平 行 钻 边 形 ， 其 面积 小 于 或 等 于 2， 


参考 文献 及 进一步 的 读物 
{1} Yagiom and Boltyanski, Convex 


Figures, lolt, Rinehart & Winston, New - 
York, 1981 


Ti- 


Fox 组合 分 析 的 重要 性 


在 这 一 到 里， 我 们 将 考 谍 介 乎 算术 与 几何 之 闻 
的 各 种 经 小 的 论坛 ， 先 讲 几 个 甘于 数 的 奇偶 性 是 
人 半数 还 是 偶数 的 性 质 ) 问题 ， 然 后 再 讲 亚当 斯 (Cli- 
fford W., Adams) WIRA 3EÉ TED. 

1. 奇偶 性 | 

(1) ERRMOATTR 下 面 这 张 简 表 对 正 整 
Son JL Mas Bi n ALT PR. 我 们 用 dn) 
JORR TA. BM, da) (EEG. AA 4 有 三 
TPIT. BI 1,2 和 4. 

" 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ç _—_—ć 

2 


diu) | 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 
.,8.— — 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 “ne 
dín | 2 68 2 4 A 5 2 8 2 6 -…… 


把 ea [LEX i, 就 会 感到 dtn) TEE IS 
Beet; WA RGAE A, fi d(n) 为 奇数 的 n 
伺 不 过 是 = 1 4,9,16， 这 就 事先 瞳 示 了 下 面 这 个 
Ht AS Sb a ae PH, 

ERM 5 的 因 于 个 数 d (x) 为 奇数 的 充 要 条 人 忻 
Æ. ”是 一 个 完全 平方 . 

证 更 很 简单 ,只 须 注 意 , n B ud ERU 
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why. Pack, mP absan, BA a Fo HEE n IA 
To gH oPén 4» an, Bibl ac 2 wv doy n, 
因此 ,的 因子 中 小 于 的 同 太 于 y # 的 大 成 对 出 
Hig., AERA, xXXUEBOOSD BEE s fey eA 于， 
DM dD 是 偶数 ， 如 果 # ETAR., SLATE 
这 件 生 六 下 ,Ww ?3 才 是 一 个 整数 ,因而 产生 一 个 额外 
的 因子， 使 dn) NAE. 

(2) BRAS JRK, RER AA ANR 
FEED, ERRE, ib. aA fi) A 
HU ASE {1 ABET, RNR J is dp i TS 
ru] . 

ie Be dR E P" ene 8x8 的 棋盘 和 32 张大 
A 为 2x1 AST. ETT HA E SR By LAFFITE HE Sk 

, (Eset, SUgu be a Pa Pe ff 1E UT 
» $3 —3kTESR, SEflügmHE GRE. WARE Fe PHI 
31 JE EE E AY Fy BE SE HES BS BEA Eb GE 
i [E CB, ER 6-1). 

SH. 用 3i SECEDARHTU He REE, xx 
做 不 到 的 - ERRA 32 个 黑 的 和 32 个 白 的 正方 
形 , 注 意 对 角 上 的 吨 个 工 方形 颜色 相同 ,比如 说 是 时 
KJ, Ar ERDRE RA A 32 个 白 移 正方 形 , 但 有 只 有 30 
个 浸 的 正方 形 . 既然 每 张 肯 牌 孝 盖 住 一 对 相 邻 前 正 
省 形 ， 走 中 必定 一 个 是 黑 和 前， 一 个 是 白 的 , 所 以 31 
JER A FR HELE 31 个 乌 正 方形 ,而 不 能 盖 住 所 监 求 

T5 


的 32 T RIEJE. Ath. Bite sep eae OT 
能 的 . 


—LJ 


mH 6-1 
RATHER RAZE, EP 308 ATE 
FRB. SE SE, With HA 
两 个 颜色 相同 的 正方 形 罢 了 . 44. ARA bi 
位 置 除 掉 酚 个 颜色 相同 的 正方 形 ， 所 得 到 的 问题 仍 : 
然 是 不 可 能 的 .这 里 把 奇偶 性 的 问题 掩盖 起 来 了 O. 


GEL. PREM RRATOABA, FERRETS L 
T: 把 其 :开始 的 62 SEER, SRERPHREHESHL, ih 
Qik, AMA, BREAK: 一 一 评注 . 


a 7é6 = 


REEERE, A Be PE 
E-A Rye, Ab PPP eAp Ee THEA MW. Æ 
mt GR aT RSENS Chin, HONIG PP 7i 
Je). TRIS REIA ERE MS FT 
HE, CERERE Zr u]- OBM) 的 一 位 数学 
AAEH (Ralph Gomory) WHW. 

SEHER Ae Hte Fee HE DR dE — 
个 白 正方 形 和 一 个 黑 正 方形 后 ， 缩 小 的 棋盘 总 是 可 
以 被 31 张大 小 为 2 x1 AT 

证 405—854 4p $0 — BS RE x 上 
WEL 6-2 Aras. 这 个 图 -EE 
形 的 迷宫 式 的 效果 就 是 ETC : 
TUO EEHEEHE | 
成 循环 的 次 序 ， 使 得 可 
以 绕 闭 这 座 迷 宫 走 过 所 
有 的 正方 形 而 在 开始 的 
gi Ty FE Re 

A DEA MENTE 图 6-2 
A $n3t4- BIE B 被 除去 . 注意 , 按照 图 中 循环 
次 序 , 这些 正 方形 的 颜色 交替 变换 ， 蛙 果 , 洛 着 迷宫 
敬 路 径 ， 位 于 一 个 黑 正方 形 和 一 个 白 正 方形 之 间 的 
TE TRUS Be Bu EAM B 2e je HA 35 E 
ib RU RUE RIDUN WEE NER R, Beep TTA as OON 
28 2 TOIBZIR ZB SSH BU PR RHENO RAE f T. 


TT 


IN 
~ 


SB 


MEE --- ugs nlii A AB a, ER e 
Ray Se A OR as, MAREI a 
H-A fa As Ee T CER. a gn TE 
KAD BW WRB TH. FMR BRR 
zKid8 88 ^ BS BEC Dc 3st E. 

(3) 艺 形 十 二 面体 第 二 章 中 开始 讲 刀 拉克 年 
XE ERY PS GRY eS HEF), 1857 TE SSR OE A BG eR ERE 
ok Be PAT oHEXE— A EE eA TE 58] TUE Ac TT a 
3&. PEE, DÉOXLS E Ae Ee A AG 
小， 通过 竺 个 项 点 正好 一 次 . 实际 上 ， 他 提出 的 这 
个 游戏 中 ， 术 和 顶点 是 一 个 正 十 二 面体 的 楼 和 人 项 
点 ， 这 个 游戏 有 很 多 解答 . 这 一 节 里 我 们 将 利用 一 
TARNA: TESÉJE d 8 Bene 
证 上 没有 哈密 尔 顿 道路 ， 这 个 证 明 属 于 一 位 赤 出 的 
MEKI RAAH., S. M, Coxeter), 


Ej 6-3 
EXE. BPR Aw AE 4 或 者 是 OBR 
B Pr LAE SE KT RR) k, SEPT 
" T * 


WA ATS, BE, 3 价 顶 战 的 三 
RPP t+ AMR. Ra, Hp A 
fri hie eee 3 价 顶 点 包围 ， 所 以 ， 一 条 哈密 和 尔 量 
道路 必须 依次 轮流 通过 3 rH a WpINGXR. SE 
HA 144 A-——382b, RAR BP a 3 
ffr Gt Al 4 EAGT A. "DE. 4 dA DUIS 
dv. BRVATDETUBGÉ CIE BE FFE YY 

(4) PRM FAAS ARAM, — BAGH 
n X — ARR Bias n EPER EF: 

第 一 次 通过 时 ， 他 转动 每 一 把 锁 【〈 了 到 是 把 锁 全 
都 打开 》); BOK, AA ere. fS ES 
一 把 锁 转 动 一 次 OC. 第 三 次 通过 时 ， 从 第 3 间 牢 房 
开始 ， 每 隔 两 把 雏 转 动 一 次 ; eee: 第 次 通过 
WwW. AAR ASR, SRE k-i 把 锁 转 动 一 次 | 
Uses aR, Magn ERTI, fEUÉ -1 
把 馈 转 动 一 次 .通过 # 次 之 后 ,哪些 定 房 的 镇 仍 然 
是 打开 的 ? 

SR TRS ER HAR, TA BSI 
案 ， 然 后 想法 证 明 它 . Tii. RINT PRB 
单 处 理 来 解决 问题 . 考虑 第 由 间 军 房 ， 开 头 它 是 锁 
上 和 的 ; 第 -次 通过 时 锁 被 转动 了 了 一次， 加 果 台 被 2 
RUS, SKM Oe ee ue: te om uaa 


DES, BokigrTasélitm x40 ET.——-Wik. 
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和 除外， 第 三 次 过 有 时 又 被 转动 了 一 深 ， 等 等 ， 即 是 ， 
m 等 有 一 个 因子 , 秆 雹 被 转动 一 次 .要 全 这 问 牢 房 的 
SAG ZS FETT IPE, “EOS eH Ae mex. LA Fest 
CERE.: tm 有 奇数 个 因子 ， 即 本 是 完全 平 方 
Er, 

2. ESRAR BRAVE H 
HP alle RA EA SE E. ZJ 
X&- EAI, ARS I A E 
Bj. X Xu. EHAE, Wf. EPI Ree et 
FAK ET 36 ee BRA: Je] — 7 A. 1910 E, Wey 
Hr AGATA ae RB op A” , BE 
1,2,3,4,5,6,7 ReMi —PhHEZR, BTA 
把 一 个 图 在 当中 ， 而 每 条 线 上 的 数 加 起 来 是 同一 个 
FUR. 从 图 6-4 aS, ER ERE RAS AAT BE, m 
Retry WA xz —B, Gg 
必须 有 vz; ,可 类 每 个 数 都 
只 能 使 月 一次， 所 以 他 决定 试 
一 十 西 层 六 边 形 ， wR 6-4 的 
Sp eb 12 个 六 边 形 ,用 1， 
23,0, 19 这 些 数 . 

亚当 斯 是 起 定 铁 路 公司 移 
Whit, JRE REI AIR. 他 试 了 又 试 ， 人 性 
FES MICO, FSI 19 KAUR RRM is 
Wü L5. LAGS SBE OTE. iL Teast ee 
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他 进 休 了 了， 所 以 他 可 以 花 更 多 的 夺 间 仔细 琢磨 他 的 
Aide gy. fA aah, BT Ab EC A LO OW 
AERA, FES. BJS. dir. 不 得 不 
EERE, AR. fe EPSS i Beg T pA, 
H. 

AE R., ATER FAS PERSE Bp EE , BUB AY 
ALA WE, OE, RRE, fia Set de OT AP RIB 
那 是 在 1957 年 ! A T ANB a b I E 
把 它 朱 在 一 - 张 纸 片上 . WE. “SR BERET BE; 不 
AEGA. —PFERCZLIBEEHOEITRGXT. 

TH, BOEDEDSE E OL 2; SEL I 252 LAR 
HE, RT Mid, BEBE. 
FAE. fihi P Kae 
Tt. 他 继续 又 试 了 五 年 ， 直 
到 1962 i£, A EA EO 他 
把 那 张 纸 找 到 了 ! BH 6-5 就 
RMA SIAL, HARE 
各 数 之 和 都 是 38. BI 5-5 

IA RA EROR BRR ICD. SEHE dE Ah 
877334 E 《科学 美国 人 》(fScientific Ameri- 
can) fh) ee EE PES m BR Martin Gardner), 
WRAAE S 880 种 不 同 的 方式 把 1,2,3,…,16 这 
TERM 4x 4 纪 方 ,他 了 以 为 亚当 斯 的 方 进 形 就 是 许 
&XJ Mw. 可是， 地 在 数学 文献 上 找 不 到 任 
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fej Hy SE BE RSE, Br ed tb ae fp a 
ALES — fe By d RY Se ERR ET AEE (Char 
les W., Trigg), GEdEuLISRIX PALA, TRE a E 
Wj. BPA SAC SRUBARE HL, Rie PB, 
As ip A423. HEB POA 
BA de WES A AN, PSPS —— 2i TE UI 
E FETS (Frank Allaire), Bb 1969 dE BE 
ARA, “EPR BS RER ER RTPI 
悉 惟 格 的 论证 ， (ERAT COA. ADSLORTEBISEZK 
使 用 了 计算 机 . 那 会 是 一 件 同 样 精 瑟 的 推理 作品 . 阿 
SER PES BERT FE 
iE n xo SS SR üt Be ak TEE E. 
n=O, RADA DR, CE RERBA SE. n0 
Wi. RITHE: JE 
wH RA EHE. 4^ 
SEA n2. 首先 注意 
Ci Al 6-6) ， 每 图 都 成 
ILA RUE. FAMAE 
BWSR, Sn 
Hg A X OR DEZ IR] fj 
OE n-i ti o0), 
Br CA ae A B LL BE — EBD. 
多 六 个 属于 . UE. Ep n BREAD T ME 
A 
a &2 = 


HAR at 


14+ (6412-35 n X) — 1 -- (6+ 1240 6nY 


nino d) 
i 2 


=L+6C1+2--+n)=1+6 
= 3n” t 3n |. 
AERO RINER. W Y W JB El AB E. 
BY, ABRUPT. A RA CEXC ONE 
FRE PAE, RPA LAB A 2530 4& XX PF 
的 “ 线 ” {通过 中 心 的 一 条 线 DRE BU n EL ES 
nik), 
fi Roa — aR eR A Es, Fe E 
方 河 上 的 2n+ 1 笨 线 使 种 数 相 加 ,这 样 得 到 的 2n+ 1 
Ts ARERR THR HEAR T E H A 
Al. TR. WE 3m? + 3n4+ 1 个 略 卫 里 诸 数 之 和 是 
(2u--1)s, (RAE, RERE 1,2,3,-, 3n* - 358 1, 
ERG (3n* 38 1)C3n?+ 3n - 22/2. 
M 
Gr? + 8n 1) 63m + 3n+ 2) 


2-nd-d = 
(2m Ys 2 


或 

2(2n+ t)s = (3n? + 3n4+ 1) (35? + 3n4 2), 
因此 ， 

2n - E 1 C39? - 3n - 12(3n? 4 3n 2), 
HOPF 3820 3m (2n d)(n i1) n^, 3n? 3m 
*22c(2ti1)(n 1) 57 1, MEH 2n - i dx 
3X FEN Ent(s-à01)3X- 38, BPA 

a gł. 


Da nn t+ 1), 

Mak SOF BSR SE SR + 1 FAL n? RAR ECOLE am 
Me, WEWODIGX--k&. db d mn mm o XE. 
Tx. 

don y H dir’, 
BA ifr 

do 2a 1) = att Ane 1, 

d.2(2Óm-1)-4n42, 

dan. 
bee Jer SER kt pee da intr Can 2), 再 结合 第 一 
个 事实 则 得 

d, 1， 
ix pdt d =]. TR. Bh 2n t | nên? +1) a 

Sat pine» a (HÀ: 


nia , (2n & 1)(2n— 1) +8), 


a(n? +) — 244 1)(2n — 1) +5, 
GY Zn n? +1, Orewa 2n 1 4G e 1), 
TÆ, 2uFi Cents} (2n-3) +5, RA OE Ut 
20 21,5, M22 171: 22-15, iX gt fih 
n-D:5n-2, 

JG MR ERASER, GBR. A 
只 有 一 种 方法 ， 把 数 12,3,…,19 HERE HG eee 
蓝图 排列 砚 称 排 法 视 为 梓 辐 ， 如 果 可 以 通过 旋转 

、8d ， 


BY 2 GRP BERR PD SOA a 5 9r. 

af SE o ETE BL Ede Y vo mie C mE m PR af 

HELT. Monde I a TE— pe VEU 

fa, HET WAAL AA 17 Sh, BAT OE ET 
47 年 二 发 现 的 疆 果 【并 建立 了 它 了 的 雁 - FED. 我们 
FRU — Bi PG FES AR BE — 3 4 9 0] PP HR 
个 论题 了 ， 

Ju T HB axi xxzxl， 旭 图 6-7 所 示 ， 
在 每 个 “主要 ”方向 上 有 2nT+1=5 条 “ 线 "， 取 各 
AME s, TE, MATAZA I 620-0619 
= 5s, IR s= 38, 


x X. X / B 
`N, N x 
ia X m—H Y il 
Fi Xr Xia 


E 6-7 
首先 我 们 看 出 ， 数 1 和 2 WARE ES RS Hs 
FR. PM, Wx. 的 情形 来 说 ， 我 们 有 
SS= Mgt xa Hep = Bp + X Xu = 38, 
qd 
Mat Xy HIX o b Qaod XQ. 76, 
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Xa t Myr My, + X12 16 NYL 

BLA. WMA xa E1 SRE 2, RDAS 76 — 2X55 
= 72, JASE, xat xat Xi t+ eyo HIR A HA nb GE 
i+ ie +1 f 4-16-70, 

JL REA E HT EUER IN. Se PUITS: SER 
fee Ty ee TRAE SE twp Dx 
和 ,例如 , xs = x, + xat x. bh, ws [6-8 For 

ERR. xo A TRK, Br 

有 其 余 的 xi， 除 xxs x.5É 

NV 全 没有 磁 到 以外 ， 都 只 算 了 一 

次 .可 是 ， 这 五 条 线 上 诸 数 的 

d 总 和 等 于 所 有 xi 的 总 和 , 所 以 

第 二 次 所 取 的 x。- - 定 刚 好 补 煤 没有 取 到 的 x; , xg FH 

x. PR xa = x, +xa 寺 作为 一 个 推论 .我 们 看 出 ， 

— SAPO A PUR TX, PRBS} x; 之 和 ,至 党 

必须 是 1+2+3=6， 从 而 断定 ，i 和 2 这 中 个 数 报 
本 不 可 能 出 现在 外 网 上 . 

最 后 ， 我 们 证 明 ， "eee Re x, 不 能 大 于 8. 
iR HE 6-9 斯 未 八条 


Exp eS PER, 2000 
"ELE SA Mer as | m | 
[URE. TEP Ae > 


“fF RR T AK. msh 图 e-a 


+ 8b ^ 


a] Ay ET eee aR, BE 

4x; + ZEB) = 2056 9) + CHR RLS AU) = 838. 
ape. GARB eR I a 

2 Sb Hi) + PRELE HAR = 6 38 

PI RS BEY MU E 

4x, + 2I RD) = 2,38, T c 

vay + HEILS 538; 
BrDA2x,—38-—(x,-xj44 
Xat Xgt tat X1), BAL 
AE38— (19-23-4087 a 
#y=17, TE 

28,17, BA x,«8, 
Hi ede. Clifford W Adams 并 不 

fe eE RMA m ATF IE i. (UP. (X 
诺 成 市 的 某 个 叫 克 王 尔 (Martia Kahl) 的 大 约 在 
1940 年 就 发 现 了 ,但 是 亿 的 工作 没有 发 家. 此 外 ,这 
PANT MEL EM (Tom Vickers) 的 名 义 来 
HITTER ASE Mathematic!l Gazette, Dece- 
mber, 1958,2391 页 . 崔 略 关于 亚当 斯 工作 的 报告 ,内 
村 相对 六 边 形 叭 一 性 的 证 明 , 发 表 在 Recreational 
dfathemalics Magazine, January 1964. 
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t. T. TEST Ps Se A], A ML SX & 
BEG n. POL) PESE —-ÍfBibJpE GS fü 
iE PHA. mi ASHE BS Bi Hb TE AB bE et BE 
ik. 

2, AA AAS HEEB SS, SEE S 3E. 教师 要 求 
fe he ee aE ge, ABA ized fETI—G3GEUR BE 


当然， 这 此 选择 不 足 对 所有 学 生 全 都 可 能 确定 
这 个 指 7]s AP d 


3. JEH: SE MI UG ÉCRIT A cpi Te zc W 
AGES ERR 

4. ibm HR PAT Be A pKa 
对 称 和 矩阵 ，  AETT AES AB 1, 2,…，# 的 一 个 
置换 . 证 明 ，1, 2, 3.… ,3 这些 整数 中 每 一 个 都 必 
定 出 现在 A 的 主 对 角 线 上 . 

5， 要 起 把 一 整 排 上 只 竖立 的 酒杯 出 一 系列 E 
动 翻转 过 来 ,每 次 搬 动 都 是 拒 任意 选 册 的 关 - 1 只 活 
杯 翻 转 过 来 ， 证明， 如 果 #= 是 侦 数 ， 这 总 是 订 以 加 
到 的 , {A n Ea ABI EOS np 8E 2) . 

6, —P 6x6 MPLA HE 18 9K 2>% 1 ng PE JA xs 
W. 证 WW. Remek, BWA 
SE CR AY Ram ERA OP, PAS WE A BE 
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wt CIS 6-11). 

7. TORT hy 8x8 
Br SE [- heb n] DARE m 
Jpn, {hi AR PEST 
HAR a 2S: — Poe PE 
iba 2 BGE Be fi op Dr h 
HEA H). 

8. LIBR SRE RE 有 Pap px iy ELM — 
PIE AE ES A face, Ingle SA ee EI 
Me? 《当然 ,开车 所 在 的 走 法 都 “直接 ” 通 问 目的 
hU). 

9. (E3x3 MATa, XCEREMispo. 证 明 ， 
TA — FF., —303X —— GM fü£E EVEXCCURUEJE 15; 
中 心 的 数 是 5; 170 BAB | SUE PAE ABE. 

1、 过 长 为 3 的 立方 体 可 EX RJR 27 个 这 
长 为 1 的 立方 体 ， 平 行 于 每 一 双 对 立 面 而 和 其 中 每 
一 个 相距 为 1 处 各 团 一 刀 ， 进 行 操作 有 时 不 必 移动 所 
这 生 的 任何 小 块 ， 如 果 在 各 刀 之 间 可 以 贿 意 重新 旅 
TED ZEA Be, Te AR Ty BE BR TT Be 

11. PES RAPA 1x1x2 的 砖 上 只 有 26 个 单 
(ise FIRE, E 3x 3x 3a Aiba, LB TT 
EHER W H Beat HER 3 x 3x 3 3EZEDK, 88 
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1$ 3x RUE ET IP HRD 


[15 Fryer and Berman, An Introduc 
tion io Combinatorics, Academic Press, 
New York, 1972, 

(22 Yaglom and Yagiom, Challenging 
Mathematical Problems with Elementary 
Solutions, fFlolden-Day, San Francisco, 
1964, 

(3) I, Niven, Mathematics of choice, 
Random House New Mathematics Library 
Series, Vol 15, 

C4] C,L,Liu, Introduction to Combi- 
natorial Mathematics, MceGraw-—liill, New 


York, 1988, 
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七 、 柯 泽 勒 夫 一 格林 员 格 关于 
哈密 尔 顿 回收 的 理论 


T. SÈ 在 第 一 章 蛙 曾 婚介 绍 过 了 哈密 尔 BS 
路 〈 一 个 图 的 哈密 尔 顿 回路 ， 就 是 经 过 每 个 顶点 正 
好 一 次 的 那 种 加 路) ， 那 里 曾经 指出 ,现在 还 不 知 
道 ， 一 个 图 具有 哈密 尔 力 加 路 的 充 直 条件 是 什么 、 

芷 何 一 个 图 都 可 以 用 平面 .上 的 一 个 草图 来 麦 
"s. URE RAZA DO. MERE. 可 是 ， 在 很 
TOL Ty, Bice ee WR PL. 甘 中 总 有 一 些 
EARE, BPE WUE Ke — POETE AC. di 
JH, KERE TEREA (HERS RAR 
UI RISE BUE ZELLE ELO. 能 入 一 个 平面 而 不 使 任何 一 
WR, RADI, 如 果 一 个 图 可 以 在 平面 
ILGEGRHDE, ABR EE fe ~- 
BUND HUE EXE DR SR d on 
AB, xx ESL HUC TRE. F 
ipe ALLA JS, duo] 
EE fg AB Ze TR AB e AE mi [6] 
得 到 的 . 

1868 年 , 在 德国 的 蕊 内 —- 


巴赫 (Manebach) 召开 的 PKG. Hh 
Y XE T PE HA M SP A ro HERI, IX 
ey UB A Ee By oe PETE (Sachs) LEW RI 
of Rt UE RK ozy rev AiR Ek BUS (Grinberg) 
RIA MUR ee A DL, SER UE, AL SR 
TRS ARH I PE ee, mA RA GEE roux 
个 发 现 的 传播 . 这 笔 帐 不 管 如 何 算法 ， 反 正 这 个 工 
作 和 肯定 是 和 这 其 个 人 有 关系 ， 所 以 我 们 提 到 它 的 时 
候 还 是 肌 他 们 两 人 的 名 字 ， 他 们 的 优美 方法 是 那么 
fW; Wack. POLS ASI. MZ 
WHAM AAS. MMM LEAL AR UE 
Wd. ALARE, AERA. 

2， 柯 泽 勒 夫 一 格林 贝 格 的 理论 RA AF 
Bae TWA CO. Boa Amel BC. 
不 属于 这 个 回路 的 楼 , 就 是 出 现在 C. 的 内 部 或 外 部 
的 那些 “对 角 线 ”. 一 条 对 角 线 是 放 在 C 的 内 部 或 
是 外 部 ， 往 往 是 随便 的 ， 怎 样 来 安排 这 些 棱 ， 我 们 
是 无 所 谓 的 .我 们 假定 名 经 实行 了 所 有 热 择 ， 得 到 
图 G 的 一 个 确定 的 平面 表示 . 

首先 考虑 回路 忆 的 内 部 .假设 内 部 含有 dq 条 对 
HR. UT CRRA, CARRIE, BI 
条 对 第 线 把 它 经 过 的 区 域 分 成 两 部 分 ， 设想 这 些 对 
阴线 是 :条 一 条 邮 放 进 草 图 的 ， 那 么 每 放 进 一 条 对 
基线 就 使 回路 内 部 的 区 域 增 加 一 个 。 从而， 这 上 条 
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Xr fmizkdu C prp d 
p £o dt RIS. 
ib fi HBR OC ou 
iH: EXIIT S EE 
Bide Pee, BEE © 
Pa PERS Re ix 
下 的 ;本 以 小 到 >， 
Mt AL ie DR -—T 3 
WOW PO), uut C 
K s, WEC PRERITA AER. dig be 
iE. FENG 


S fiefia f+ e fadt, 


1742 


CWE TWEE ENCR P. ERE 
NH bP SRA RE, ARBRE ARE 
十 成 这 些 区 域 的 楼 的 总 数 ， 每 条 对 角 线 算 了 丁 次 : 
因为 它 在 两 个 区 域 的 边缘 上 ; 遍 于 回路 C. hy n ABE 
中 经 一 条 则 只 算 了 -次 (每 条 楼 都 史 在 一 个 区 域 的 
边缘 上 )， 估 号， 这 个 总 数 应 该 是 24 + n 。 可 是 ， 
IAR, MP PHP ie, 3,0, n, 中 于 有 把 个 
PW, PEAR cix aims fo:k. TE 
我 们 有 有 

S Pfi-R£Rf,bifyte enfa-2doea, 


«93 。 


由 前 面 的 结果 ， 我 们 有 d= | 立方 ] - 1. wera 


MALS, RATE! 


XigedXrore-[EHj-re 


t5 iR 
€ ü-2)fi-n-2, 


SES C impp. POTTER 
* (i—-2)fi-n-2. 
这 里 JEN C 的 外 部 所 含 了 边 形 的 数目 .在 推导 这 
个 结果 时 ,我 们 仍然 利用 了 a 条 对 角 线 分 出 9+ 工 个 
区 域 的 事实 , 所 以 这 些 区 域 中 一 定 包 括 了 在 慷 的 外 
BEEA-OG E DOR, (in, FUAR HET EE, 
一 个 是 无 限 区 域 : He AR 76 FRE CREDE Be A Fe] C 
外 围 的 所 有 的 楼 ， 这 些 楼 或 者 是 对 角 线 ， 或 音 是 回 
BC LMR Lm Ta RR, 即 得 柯 译 勒 大 - 
FUE DEDE SE ZR T: 


X -205-f2-0, 


f. FIO fc RORCT el C 在 图 G 中 的 只 体 路 
f. 如果 C 是 尚 待 研 究 的 未 知 对 象 , 则 出 于 情况 的 
-04. 


lel Se, UA ORE OLEATE CRORE. 
PEA RT. WRT PS. DUX ER 
RUA GEM EL. FRAT SE ay Uik kE (a5 faf 
BM T. 

3. 三 个 简单 的 应 用 : 

C1) 如 图 7-3 , EAR OC 具有 各 种 哈密 尔 顿 加 
Ek. TI. FETE. DRA A, BO 
ARAR, MME RTI R. 

EQ HER Gm 
个 四 边 形 和 两 个 五 边 
形 . Q 的 仁和 何 一 条 哈 
V AUD EL BET ek x 
31H 2RWüTE CIN TERI 
Shi. ixSe-EGHGÉRS ， 
数目 必定 满足 E oT 

2(f.— fe 3(fs- fs)=0. 
FHL, fa- fid 3 ER. A SR Ap a 
WO, A 和 fiopReHOG Ay 4 BELL, eat 
使 fa- fi 或 省 是 3 或 者 是 -3 . 

BESAR 4 和 加 这 两 条 楼 中 每 一 条 神 把 -对 外 .这 
JEH. AURREREN, MERER A, 
meh oe Hid A EK De Ze] RI 内 部 ， 
mA- AE SF AB. IPE, ~— 2a P6 eR BEL PR. eR 
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有 楼 8 ， 也 会 分 隔 被 D TIP Tae ae ie 
A Tu B dS el 8 6 SR ARR pel e, aA 
38 "bot Wi re E ES A SP. "mi Hoe 4D ibi 
个 监 须 在 外 部 Xxx wu f.3 fioubüsdufü 4 
31 1, By FTR PES Jz— Fi RU APA. 从而， 
Q irr a EY vu AUR DL BR SB BBS A 44 X oH 
7 
33 8b -— Fo Sli iot de AY CR BULL EE AE PSE KR (Fra- 
ek Allaire) 提出 的 ， 他 十 滑铁卢 大 学 的 研究 生 ， 
枇 使 用 了 一 个 往往 竺 之 有 效 的 平 法 ， 即 是 在 让 考 二 
BEL AI Heeb ER ESI A Pe. 命名” 老 示 以 图 
Q ÆA ERM pH MLB ERIN A TR XR 
N 而 得 的 图 CRIA 7-4), TE Q 的 任何 一 条 哈密 
RPE, WER SA 
ALEA EB, COE 
, QV BHARR i Dn] 
Be. WR, MPRA 
一 格林 贝 格 关 系 直 接 推 
hN d, Q' RARE 尔 顿 
E T-a lik. AY, QA ea 
Ba RAE ER, (SR 
2(f.— fi +l FD =0, 


DER, ik xp EE XE cr dH Dg. — — GE 
= 96° 


mle f,—-F RES ERR: WAFS TATA 
Mi, OF KA AAE, BrER a fik 
Bi.ocgkd bci. 
(2) dni 7-5. WEILE 
Ce HA AS eS RE AS IEEE. 这 
SAS T Eie: Sp 
EAU pA. aE 
FE DI Bs i8 PE 29 TE 
oCf,— f + Cfo - fa) =O, E: T 


npu fo 和 相等 然而， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 卫 


+ fs=3., 
(3) Adis 7-8 , LEAH GC Ral aA 
+R ER. 


Hm. SP PRSVWICHRRMALER., RAB 
六 条 PR ARAN EE eA e C RE PRI HA 
alfa f+ Alfa- fO tela fa) 0, 


- 97>» 


UL fa TEATRE 3 He. MARAE Tyo 
BREA far fg DAET 3 BR —3. URI, C ODJfE 
fap 85 SP R T Fs os ST A r a mA a AB 
ETHYL emai Mii fa H fale 
“Wg 3iüi5k-- 0190. Pim. RARE PARE A 
Bind aH lee A, B, CorpBSfOPP-—38. A 
Ari SR AS CC PTZ E. ATI ATE AK 
Ave gk 2, PUEA FB AS RA SE A a [el e. 

4. MST isso 4, SEB AAT CP. 
G, Tait) 曾经 考 虚 一 类 特殊 的 平面 图 , 即 所 谓 3 连 
WW LUKE] dili ER. TE dif DE FE EES] AB TT PE HN 
ZEB [5l SE B P HE died EP, AA GE PESE 3 连通 的 
BORA X CLR AE dou cngfrss 
基 3), 凡是 搞 四 双 问 题 的 人 ， 都 认为 武 特 犹 起 是 至 
ARR, AA. ARE TIA, WILY, 
MA Lo PB af ERI Pp BB 8 a G. 围绕 着 这 个 
$0 SS XCTI 2S RE Ho 9 IRE Ui ET Gg iA uh. — AFR 
么 热火 朝天 ,所 以 挪威 数学 家 欧 蛙 (COystein Ore) 
WES, JETTA. Bie LALA aR — EK, ilo 
St, ARAL PRO Ie TBR, To, 1946/E E Wy 
MAAR RA CW LT Tutte) Giu y tee 
想 之 后 ， 这 一 辉煌 成 就 普 经 受到 广泛 的 注意 。 塔 特 
WAT HiéEGH E. 这 是 3 连通 的 三 次 平面 网 不 售 哈 
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密 和 尔 顿 回 路 的 一 个 例子 . 
塔 特 的 这 个 突出 成 就 
在 于 造 出 了 这 个 图 . 一 且 
造 出 来 了 ， 要 验证 它 基 一 
ARPS ARE], aS 
AMET. Kil, FAE 
柯 泽 勒 夫 一 格林 贝 格 理论 BT 
TEC JOE AAI, 197216 EL, Ste ag (uh 
eRe SM TB (Wayne Watts) 成 功 地 应 用 柯 
泽 勒 去 一 和 烙 宁 贝 格 理 论证 明了 塔 特 图 是 一 个 非 哈密 
尔 顿 图 ， 我 想 再 说 一 铝 ， 塔 特 看 到 这 个 简洁 灵巧 的 
SPR RAR BU. AEEA F. AE 
首先 提出 用 个 一 般 的 事实 : 一 个 图 的 每 一 条 楼 
都 把 一 对 相 邻 的 多 边 形 隔 开 ;如果 一 条 楼 属于 一 条 
回路 , 它 所 陋 开 的 两 个 多 边 形 就 落 在 则 路 的 两 侧 , 反 
之 亦 然 ; 如果 一 条 楼 不 局 于 时 条 回路 ， 它 所 隔 开 的 
两 个 多 边 形 就 在 这 条 回 足 的 同一 侧 ， 反 之 亦 然 . 
现在 让 我 们 内 反 证 法 进行 ， 见 是 假定 塔 特 图 了 
含有 只 密 尔 顿 回路 CC， 然后 再 月 柯 泽 勒 去 一 格林 员 
党 条 件 来 推出 矛盾 .注意 工 的 草图 , 考虑 三 个 十 过 
EX, Y, Z, Rep wt, Wax MY, tye 
于 哈密 尔 顿 回路 局 之 外 , 郑 么 它们 的 公共 楼 六 就 不 
wy REE CMB: TARE, BE 9 和 也 不 可 能 局 J C, 
13 SET AGS OB Bi TE C Ry ob OCP 
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HE, SATE > LAP N BEAST RB C IR) UI 
T fbb NBARN ETUR. GU AC AA STU. 
PPE PRUE X . F, Zap Bap HPO 之 
Ab, tinkik. SPO T uisE. Hla A SE. 
fom te CORA RE, 

(EDOM PAL. Te Gan edhe pu as ate Jat 
Ter, HWE. cR n vC Ae be do R 
-FC CART ALAN SWIG ATE C m RO. Mig. 
LASS [d Eat b tdi g All rixpiseteudtbih = ATE im. 
分 EN 的 ， 因 市 于 图 MB A ER AR 险 
SAM, HL aN NEED ER. ah LOM IV ity 
d PTH ERR, 

XE YkdE LE HRS CAB RR EM N 上 ,不 
AoE T ERARA EL MRR E p, qr FE LM IN 
shi b— see LGV , WE LIN 中 的 那 条 su 
SE 7K WHEE Be TIE 1. — 2f a 9S OK BG. TE EK. 
—V& PE OL UE AP YA, Eh SP mE) SK, 

I(fa- f2)+2Cf,--f4) 
+ 3€fe—- f + ëls- fi) =O, 
Lez i mM, MT BLN I PLMN 中 
NA NO WARRE, KALE 
8 CA 为 边界 的 那个 单个 的 三 边 形 
VA EH RA ERIA, up 
Wl 7-8 A, fs-—F8=1-0=1, HRA., 
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MS 5 B ARO LEAT BRP, 这 就 给 出 fs ~ 
fií-0—17-—1, 于是， 我 们 的 等 式 化 沪 
16 20f,- fO e 30. fs) -6-n 
2(f.- f o 30s f =5, (1) 

fuTé d M AE, PATZ DA Hi FUA BOTE H 哈 
RRi eE, De ee a BE EAB Y XX 共同 政 . 
Map, xp M See i FRR AaB UI gua 
JBFOf-4-. BRA, iX DE SABE BIER 
ZAL RA AE PAP pee, BUE. fa Pe 
tHe 2-0-2, X 
itt 1-1=0, a 
RER, m 
A C1) ZAR 3 $EER 
i; AURTUE fo, 
WUE C1) TRA 3 
HER 5. 无 论 怎样 ， 
ib XE P I 

Fé. ERITH: Iw AA PRO p Bei a E 
Co Je RS Fe A Be Te Pa es m 
FRA S SH. MB om, MAO, BHG 
ILAA R ARI LR, 54i 3 C2 — £6946 CF 2 - FD 
+70fo-fs)=0. (HAE RA JL XI JE. Br EI 

TTE 


T(fo— fi) BH T RE v. ufAR. A So Tr Ke 
等 趟 看， 这 一 项 必须 被 3 EER, 


s =J 


|. REB). RG tiia x fa (1 fer rts s AR GT 
ERU DESEE ov CULEHT-10), 

2. WH.: Fg C pef n s ZI mn Ee TE 
TUB x, y, 2 RAR PMA, FES. — RU 
EKHE ACC] pAg GSR, EAS TI RE 
TÉ x CMRI). 


H 7-10 图 7-11 

3. HEM, [€] 中 的 五 边 形 已 必定 在 任何 哈密 

2 3t pb i PRI Cobi ur 

IRE Le) ER DA SE 3E fo A DP i 

. RrbEPPRUJPHZRCRLE 7-12). 
A. UB Ai FER HS Ak 

DUS A RAHEN. FR Bis 

| 7-12 TEBET ey BS TBR CC 


TH (e) (EB 1971 aAA CG, B, Faulkner} 
TE Hr PCA PER. 


(3) (b) 


5 .在 验证 塔 特 图 时 ， 瓦 兹 考虑 添上 了 一 条 上 额外- 
MR LN WTR LMN LAR- 4 n BR T8] 
Ek. KEMENCE, OFS A eR BE 3 (o) 
IF TE b LR DR A JEFE A E BI DURS A T 
来 完成 这 个 证 明 . 


+ 193. . 


De. KARE 


STH, Be oc WET A SUE Ey La EF 
[ASE h RP BRI BR SB Se RAS BY a = Ss oe 
Biff, KAREE AGCIIEGDHU 3: 4E ew ER = 
SPER POET . BO BART OULBH BOUE XX-To$v A BOD 
bis H4 rr REDE fp at SER AY es 

三 角形 诸 角 的 六 条 三 等 分 线 中 ， 与 一 条 边 相 邻 


一 -一 -一 -一 一 一 一 一- 了 


的 一 对 革 等 分 线 的 交点 ， 侣 息 来 成 为 -- 个 等 过 二 角 
TE HS Un 

这 个 事实 只 是 在 
1904 4EA pr 3E wp Se B 
JLff2E RBA (Frank 
Morley, 1860-1937 ) 

发 现 的 . 
msi 莫 乔 在 美国 渡 过 了 
Hiei AE 《多 下 在 者 普 金 斯 天 学 ) ”但 他 从 
示 放 群 他 的 英国 国籍 .他 基 一 位 了 不 起 的 人 .他 不 
仪 是 第 一流 的 装 学 家 ,而 再 殿 艺 精湛 , 蚂 因 一 诬 成 胜 
USE UE SEOSTEÉ dup (Emmanuel Lasker) 
TERRE. FAR] “OAR, BG", dA SR OX 

- 104- 


现 了 过 个 定理 . 1924 4p Em Te x ou BE 
i BRE SE AY "gH chi Sa”, HEA PR UP 
ah, USERRA AU Zig, fede. 

"hit Bea oh LJE © 4y ApS HT ST 
FPR, EB Ab IB Zeb ty CB Exp Bec d hin BB 
BTA Pub) 的 轨 这 是 轧 条 线 的 集合 ， 这 些 线 三 
FREH, A PLE RS LIBJÉ MET M. 
IX HCE pes Lj HE UIEE EOM ET ELE > 
== SA ES fie. Sb AS Se Hs SIL rege SR. 

SER, REE D AGE) A ROD E dr IE WE WA DA 
za LA E fe TEA, 19094, 347 3828 CMT, 
Naraniengar) 提出 了 一 个 非常 吸引 人 的 证 明 . 就 
初 兰 方法 而 诗 ， 这 个 证 明 的 简易 性 到 现存 为止 仍 是 
首届 -- 指 的 .这 个 证 别 在 1922 4E SL RARE 
M Child) 重新 发 现 . 

2 $87 HE GE BH 

ibi ERÉ ARC Wy fH A=3a, B-asab, 
C-3c, tj BC HERIR 2E AE 3 P, i 
BA C 剩 下 的 两 条 一 等 分 线 相 交 于 S, 于 是 PB 
APC M AS BC PRATS, DELP Rak 
EBD, PS ms, 


Afb Ep So Ba $e. ib pim x DED re nb ph DIES dx on dh sd nd dk. 
PURGE. URW RS Za. on NR RB DE Pati 
Eose; ,译注 . 
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图 8-2 
Ea PE SP pi ME 30° 的 第, 从 而 得 到 
Som SB EHA OAR Xx APRS MAPS 
| BLE PR= PQ, WF 人 QPR= 60°, 5 ^ 
A ORAS =e. FL BLE tX 
和 AQ 把 角 4 4-55. 
在 BA EROR EHE BP, BSR M, CAE 
HACER C 了 ,得 到 点 N, TE AM BR fil APBR 
等 ,所 以 MAR=PR, 同样 ， NO=PQ, i 
A^ ^ POR 是 等 边 CIE. BABB 
MR-RQ-QN 
其 次 , 我们 米 计算 角 MRO 的 大 小 .就 和 ?RS 
MA. HER, SM BRP 等 于 在 S HP OARS 
Bl, HAE ZBRP =--/S+30°, 角 BRM 也 是 这 
RPA, BRANT 
LM RO = 360° —2 (S25 + 3e") — 60° 
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= 2407" — LO | 
MEER BEM, CRON ia 240°- 25 .出 于 三 
SPS DALAL 180°, TETTE 
£2 = 180" — (26+ 20) 


— 180° - : (3a+ 30+ 3c) 4 2a 


-180/—120'-2a-680" + 2a 
Fd 
AMRQ= “ARON =240° - (60" +24) 
= 180° — 2a, 

PAH RIG PRR EASES SIs. 线段 
MR,RQ 和 QN AEH, E P LR BREF n e e 
AAS, "Ud num dt | 
Alte MR dn RO 的 
pee XO,YO,t£y 
HTO, WW. 
AOMRB,AORQ 和 
AOQN 这 二 个 三 角 | 
形 是 全 等 的 ， 所 以 ON = 吕 BQ ,从 而 ,中 心 为 口 、 半 
£25 MO 的 加 通过 所 有 这 四 个 点 村 ,R,Q,N. 此 
JR, SE dE ORM OO — "EAE RA O shin, E 
2g XO Mm YO 二 等 分 在 OMA. 我 们 有 


/M RO = 5 ZMRQ = 5 Q80* —348) -90* -a 


这 就 给 出 Z0XOR-a, ZMOR-2a, Bit 
| 30T- 


ZMON =6a. 

Pb, AIR 
lal fa. 3 MN E 
Huu O Ab ge RE EY 
Lal is ffi kh 6a, 所 以 
M iV. JE i deg Dp JA 
ffi Ak 3a, fA M IN 
在 已 知 入 ABC 的 
顶点 b eM TB ER 3a, 所 以 这 个 圈 必 须 通 过 A. 
app MB RO,QUV tel 心口 处 者 张 成 24 的 圆心 - 
fi, PrE IAA ERATE 4 处 张 威 大 小 为 人 的 加 Jt. 
fü. Mg AR WIL AQ mds d 二 等 分 ， 


[3 8:4 


5 A 


|. 三 角形 的 内 必 通常 定义 为 诸 内 角 平 分 线 的 : 
ZE ka. WEH: AAC 的 内 
心 了 也 可 以 定义 为 和 4 
的 角 平 分 线 上 的 一 点 ， 便 
得 对 记 BC 在 该 点 张 成 “sor 
B c 


90° * —--R9ff. 图 8-5 


A . 


FES Ts ORY UE RB ib BPR 和 CPQ. 
WS VAR TSE ol REAP, RO E P Ab 
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fE 30° ifa TTA Qi A m. 
2. BAS MLA POR, ewe ELI 
Shi S PRI AOE, 
TH Rf PP’, OQ’, R'. dr 
点 四 和 如 处 相等 的 底 
fA: x, TEP A RA 
SMS He: v, fe PM 
Q J HY SS ag Jee fi HE oz . 
如 果 适 当选 择 x,y 四 ae 
和 >, 使 得 每 个 角 都 小 于 60° FFARR Mw + yviz= 
120°, RR RKJLIBIEFITA RREN: QRA RQ 
DoGENIEÓHUEGC 二.《 回 样 也 得 到 了 OZ) 如果 
"LC 
3 


x= 60° - A ¥ = 60" cota. 4760 
UU], AXYZ 中 务 个 角 就 是 人 A, LB 和 ZF 
是 ， 拒 闪失 了 2 扩张 为 与 入 4BC 全 等 的 三 角形 ， 
就 立即 推 出 入 4BC 的 莫 利 定理 了 《了 郊 参考 文献 
(47), 

3. 使 用 练习 2 的 记 号， 证 明 ， PP’, OQ’, 
RR" Fe | 

4, 19144E, JERE CW. E. Philip) X f 
Be Al uE8H—-TUEB] (Edinburgh. Math Soc, 
Proceedings, p. 120), 网 要 如 下 .请 计算 各 个 
f. EIENEN, Fe fae BA. 

GOH A ABC BAR A= 3a, B= 36,0 = 3c 
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xX IRE $f rf BE Ab fg 4s 
ALIA, TBE A AL 
fa nhl 8-7, ik Ai E 
ANC fey = 2 Ah Sp eR AL SE 
FOL FR, D 
是 六 BCL 的 内心;: 让 
AAO al fe Q FAR Ab 
与 两 边 相 团 ， 延 长 DOR DA, yE AB AAC 
ATI ALA JE. We PATE OA = 
DQ, DR-RK, 所 有 这 向 个 线段 痢 等 于 内 切 罗 的 
“FIR. TRUER AK DP, 延长 与 上 8 工交 于 FE, 

FE. (GÀ) 入 DKP BALE 30", 60°, 90° 
(2) ZQODR=120°-24, (3) ZQHF =30° - a 
(40 DAK -30 +a, (5) LFHK = 24, 
LHK F =a, (0) ZHF EK 9180" 2 34251807 
一 于 从而, 所, 条 ,了 ,到 puel, 在 这 个 阅 中 ， 
gk FI ICI BE fik KEF =a, BPEDZLH ATUS 
=a, WAF HA A 的 一 条 三 等 分 线 . 

ruse, DN H fe ASCE 的 内 切 加 的 切线 ,延长 
HCL ARTE, BREA BA ADS-B 等 
ER. ADK BLOOD 村 成 一 个 相当 对 称 的 岁 
J^: A SB (DH =DK), Bac D ER 
BIC, Pat, AREER LERI, Ri 
@i,ZEDR= “AF DQ=30° -ag, 还 有 FD=DE. 

„itO. 


xU A PDE =60, HERE ADEF 是 等 边 
ZAIE, Mandy qu. 

5. WE ARER = A a Ph PT = eR 
aq JM 


SEXHRRE—-PRHED 


C1} Coxeter and Greitzer, Geometry 
Revisited, Random liouse New Mathema- 
tical Library Series, Voi, 19, 

(27 M, T, Naraniengar, Mathematical 
Questions and Their Solutions from the 
Educational Times (New Series}, Vol, 15, 
1909, p. 47, 

(331 J.M Child, A proof of Morley's 
theorem, Math. Gaz, (1922) 171, 

[4j H.S.M. Coxeter, Introduction to 
Geometry, Wiley, New York, 1881, 

(5) American Mathematical Society, 
Semi-Centennial Publications, Vol 1- 


History, 


TERE 


九 、 一 个 组 会 分 析 问 题 


正方 形 欧 两 条 对 角 线 把 全 方形 内 部 分 成 四 个 

区 域 ， 正 了 天边 形 的 诸 对 角 线 把 它 的 内 部 分 成 十 一 个 

区 域 ,民意 的 x 边 形 

的 诸 对 第 线 把 它 的 

内 部 分 成 用 个 区 趟 

Wi. 我 们 将 三 本章 

22! 中 算出 这 个 数 日 . 

AT GE BOE MARMARA, RA 

REED ZE, TT ESE LE a Se BAD 

前 线 随 之 移动 ;改变 内 部 区 域 的 大 小 和 形状 ， 所 以 ， 

如 果 三 条 或 更 多 的 对 角 线 移动 后 通过 同一 点 ， 那 么 

多 边 形 内 部 将 有 一 个 区 域 随 闭 点 的 消失 面 消失 ， 从 

而 减少 了 了 区域 的 数 日 .我们 的 目的 是 求 得 区 域 数 目 

的 最 大 伪 ， 记 以 我 们 只 考 虚 仁 何 三 条 对 角 线 都 不 北 
点 的 # 边 形 。 二 是， 我 们 的 问题 如 下 ，; 

AUS oP n AB IME BY aR R EB OS 3E 


一 一 


-人 ———— 


JL EE 
VICO PE ERE FEJE— MUR Hi RR AUS Hc 15 
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ARPA ET a BATIK, ee Ri] 
gg mgri = 7S PSEA RR, Mamie ASA po ak 
EEES TEM ER Ee SRAM. 


EAN "4 
E 3-3 ALE (lans A ROW 
t. HERAA tha PKR BU nix 
OU ay Bg BRB A BA Ta, m BEAR A ROK 
fi. Wee -THEATRANWRMN SHAK. Big 
个 顶点 构成 的 四 边 形 ， 等 等 ， 所 有 这 些 顶 点 合 起 来 
的 总 数 ， 包括 洗 多 人 重复 计算 的 在 内 ， 就 是 
38,4 An, + Sn, b mna, 
每 个 内 部 顶点 都 是 两 条 对 角 线 的 交点 ， 所 以 是 # 边 
形 内 部 四 个 区 城 的 公共 4. 
Bax. FUME aan 
中 每 一 个 都 计算 了 四 。 


TK. m Ag 5j ‘ar 
quo A, JE XE fü £k E a-a 


"Ti13-: 


Ay, Aly, RU n—2 PABA, REST 
J n-21X. TH, RNA 

3ny + 4, + s+ + EN, 

= CARR TU Bo) + (n — 20 R S Tob RO) 

PRL Ag JA] FETC rp Brot np BE 
WP D ELI 28-5 iA 
ÉI FREE m x M. 
所 以 内 部 顶点 的 个 数 不 过 
Bie Ci. B] n MOÉT 点 


四 元 组 的 个 数 , 从 而 ,我 们 
得 到 
(1) 3r, An, d mna = 4C4+ (n—2)n, 


JEUX, ERRENA dex RU BUE W fR Nu de 
B. kE fÍSIREUES(R-2):809, MBERE xh 
RA TB LAAIE | 
180^ + m,-360° + ng 549^ +> 
Hno mM —2)-180" : 
SRR AR Pe REIA. PRT RT EA E $8 WT dur 
UX FP BE A AIEEE . FE PEE TUE R Ab PS hf, A 360°, 
Fir TT A ART MUCHO BERGE C? 360^ ; 在 
n INS EIS p RET CAE GE fH UAE (n—2)180^7, F 
十 ， 总 起 米 我 们 有 
Hat 180 + Ti 360 c c tg — 2)-180 
= 360C + 180°(n— 2). 
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: MS nb OF 


各 项 遍 除 以 180， 我 们 得 多 

(2) fat 2n, Sn, tot (m — 2) 
= 205+ Cr 2), 

内 前 面 的 等 式 《1)》 TM BP ES f 
Sna t 2n, 2ng bt + Qt 
-2€ic-(n—-i)(n- 2), 

PREL 2， 我 们 得 到 所 怠 的 结果 :、 
ae E = ng + R, + Matet o0 nu 


-Cr+ = Dn 2) =C CL, 


2， 欧 拉 公 式 LL EEL, FR AIG AE 
(Euler) Sei MAAR ETA SE 名 公 
2, WAY E+ Fao pV, E FARRE 
形 的 顶点 数 . 过 数 和 面 数 . DARM F H TAE 
SPRAKE, DE 

Fs 【内 部 面 的 个 数 ) +1, 
由 于 我 们 只 需要 内 部 面 的 个 数 ， 两 式 相 减 得 到 
内 部 面前 个 数 =1+ 五 一 请， 
Vi UAE RRL DBT n WIIG ABS ER 
AR Ai, BHE 
= Ott 
3 X hp gr fio e Uca wok d E. 

我 们 可 以 把 图 形 的 边 分 为 三 类 ，(6) pum md 

形 的 各 边 ; (b) 两 个 端点 部 是 内 部 顶点 的 各 边 ; o 
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cod xi gE ABR, 33-—- PAL A n VOY TU A 
Mai. RATA, 类 (e) An(n-3) o i, A 
AMAL XROÉE BE PL eh ap n — 3 SP OI 
i. AMGX. Fede PATS ah Ay PR ae. PTEA 
407 x T BIE ARBAB IT AAA T ib E. 
(5) JJ RESULT ATR, m Co} SES GE SRI ET 
—dX. Pq POT ELA) Sak 4E 
4C —- 2(b) +(e), 
THR Rie SRA 2€2)(0)52nv-n(n—3). 
pay SX, HE JAF 
ACh + 2n n(n —3) = 2a) + 206) + 2€c), 
“Sah AREAL 2, HEA 


i soCii n+ 3 . 
Pie, 4114F 
内 部 而 的 个 数 
=] + [2c ++: nia 3) | 一 |C: + n | 
aa PATI L] 


= O34 C2, 
igi itl — E. 
$. REBAR ”我们 把 最 巧妙 的 解法 留 到 最 
再， 按照 这 程 解法 ， 我 们 不 过 是 把 图 形 如 以 肢解 ， 
QUAY RR RR, RUIN, Et 
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TE ES ERA RE ped Ee ppp | 
BEE. Sey PRR fase toa. WIA 
Aus iy UB HE be eR > Be 起 


VAN, ZAIN MRR -条 胶 
Au AN 布 陡 样 被 揭 起 米 ， 当 线 


Wr, Ay 
NA Bb X 被 揭 起 之 后 ， 
MA 本 来 被 它 陋 开 的 区 域 I 


AY, Wid SRA 
47> BR, eR X Y 
Pia wt, KIR LA M RIM AH PE ES x 
2&4 FER IS HET RE A EU, PIE. ARIA 
BAG Pir ag HK AT PAR ER Pe, BT fü 
线 d. Ar nonu X ,Y ,Z, eTA. 

Hic +e fix Ae, PIDE 
HLE AC [E XX P 2E AA 53 — SR f £R E inj 
类， 于 是 ， 临 到 取消 某 一 条 对 角 线 时 ， 它 原 有 的 许 
多 交点 ， 蔡 至 斯 有 的 交点 可 能 早已 经 被 除去 了 ， 因 
EL. ERG RARE, GC B)DU RS Eo a XR 
Xd fa 2 TAY BERE FRIRE A. 5 Xf. 
ATR GS MY Af £P IEEE P XE CI ok WA Ey EC BE Xt 
有 时， 每 个 区 点 月 始 至 终 恰 好 只 计算 了 一 次 ， 困 而 在 
XX i Ped H A R um ed 

CCHS- SR ff £X Y IAE CHO) + 13 

+ (CSS = RERE PILAE RR) 13 
di. 


+p R = Betti ee BP F gaa e+ 1] 

ue 

+ (CRAZE 83 LELTHBU)SE EAE) 13. 

AP ASR iid YE. XPp BRA RY AR AG G dH 
SL, AAA ! ee PR 
RE i 4I PERIERE AG PCH LEE f £0 AO TEE. 
把 n 个 已 知 顶点 中 的 一 对 顶点 联结 起 米 的 所 有 C: 
4- HIBEHSGEEERID, £4 n Ap "VEN. TU 
Df IRS aR BOR: Clo n, XX UAI 

消失 区 域 的 总 数 = CI Cin, 

a, JOP BER, ne Aik M 
一 个 区 域 (n DOBRA RB AS ER). 从 而 , JPA be 
六 在 的 区 域 数 就 是 


(Ct CE cn) eae Cua PUE Lucy 


m e 
Crea) 
= Cic Cia 


1. dE s WPA ORI mo, EEA E 
HA oe n CU ES m A ISCBUSUCÉTIE) 9 ATO 
TRE AN EIE, AE ET SR RRR oS OL. HEL 

‘Tis. 


多 形 中 所 有 区 虞 都 是 三 表 形 . 试问， 图 形 中 有 多 少 


三 角形 ? 
2. 证明， 每 个 简单 多 面 作 至 少 有 两 个 面 BLOG 
[FEE P5 x X 


3. N 条 直线 占有 最 广 位 置 ， 把 平面 分 七 若 CT 
IR, Hp ff Ac BR kee 

4、， 确 定 平常 的 8Xx8 Rime E a tK 
小 、 各 和 神 位 置 的 正方 形 的 总 数 , 再 计算 矩形 的 总 数 . 

5. 证 明 ， 记 知 钝 角 三 角形 总 基 可 以 分 成 七 个 
SH > iy Bi fA — fR3E 

868， 说 明 如 何 把 正方 形 分 成 八 个 锐角 三 前 形 ， 

7。 恨 没 了 维 空 间 的 一 张 平 面 中 每 于 张 平面 正 
好 相交 在 一 点 ， 和 任何 了 四 张 平 面 都 不 相交 在 一 点 。 试 
jJ: 这 壮 张 平面 把 空间 分 成 多 少 个 立 居 区 域 ? 

8. 如果 一 个 简章 多 面体 的 所 有 的 面 都 具有 中 
DPE, BEN: JEP RAAT AE FG PU xü 
TÉ. 

9. 简单 多 面体 的 每 个 顶点 正好 是 三 个 面 的 交 
wA. 如果 每 个 面 或 者 是 五 边 形 或 省 是 六 边 形 , 试 河 ， 
AU DETUR Zr: 


参考 文献 及 进一步 的 读物 


(13 Yaglom and Yaglom, Challenging 


A837 


Mathematical Problems with Elementary 
Solutions, Holden-Day, San Francisco, 
1964. 

(2) Fryer and Berman, Introduction 
to Combinatorics, Academic Press, New 
York, 1972, 
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1, 9E aR, PRS Rae 
Hn EH PRP AAE Kg Resp ASR, ERR, SE 
RF ZAR. 6 ISPS RO SER, AA "CL EST 
子 1,2 和 3 之 和 就 是 6 本 身 . 8 和 12 这 两 个 数 分 别 
RAR RB, A 8 的 真 因 子 ， 即 是 1,2 和 
4, MERRET, tele 的 真 因 于 1,2,3,4 416, Ml 
起 来 超过 了 12. KOK, SiR AMAA AE 
多 多 ,但 完美 数 却 非常 少见 . 到 1972 年 ,只 发 现 了 
24 Pate, KAP 

6, 28, 496, 8128, 

第 五 个 就 是 上 百 万 的 数 了 ,以 后 就 变 得 更 大 .在 欧 凡 
里 得 的 著作 里 有 一 个 计算 偶 完美 数 的 公式 ,着 2* 一 1 
是 素数 ,网 w= 28° 4 C2" — 1) 是 完美 数 . 十 八 世 纪 欧 近 
(Euler) ERTES. 竺 何 偶 完美 数 都 是 形 如 
2 和 2 一 1 的 两 个 数 之 积 , 其 中 2+ 1 是 素数 ， 有 
了 这 个 公式 ， 就 容易 证 明 ， 任 何 偶 完 美 数 的 个 位 数 
必定 要 人 么 是 6 要么 是 8; 如 果 它 的 末尾 是 8 .结尾 就 
Ae 28. 馈 人 大 感 不 解 的 是 , 从 来 也 没有 发 现 过 任何 
亲 完 美 数 ， 是 否 存 在 奇 完 美 数 ， 这 还 是 一 个 没有 解 


12- 


oe ey eH 
数论 里 有 一 个 著名 的 函数 ot), BAR ARR 
Maa ZUM RAT nS EB. TE. P 
用 otn}， 完 美 数 可 以 定义 为 使 得 olr) -2n 89 X, 
487 RE SCR Mt ae BOAT EJ [n] PERE XL. 
在 结束 引言 之 前 ， 让 我 们 来 推导 一 个 公式 ， 用 
n JE DSL ANE 
nc pol p - p 
ERAS oCn)， 然 后 对 这 个 公式 加 以 利用 ,虽然 代数 
上 的 记 法 使 推导 局 得 复杂 ， 但 所 涉及 的 思想 却 不 会 
ERDERAS A HAER Zs. r PNE d 就 是 
d= pis pls on phe 
这 些 数 ， 上 其 中 每 个 三 限于 ob xa 这 个 范围 《如 
RHP bi 大 于 na d 就 不 能 整除 但 是 , 这些 
KERR RIE | 
Cit Pit pee pG + pat Bi 
十 十 Pot) + Pet pie + pt) 
的 展 式 中 的 各 项 ， 所 以 这 个 展 式 就 是 ofn) 的 值 
由 计 每 个 括 弧 都 是 一 个 几何 级 数 ， 所 以 有 有 


A Si PU I gue 
a(n) = — i 一 DUC 


re AT LIEW) ORA rey 2 AL An m A 
n H3. WY. 
"122- 


Z +l 


—-—— e 


o (mn) = olm} oln), 


假设 m Al n Hy BS ANLE 


ma pot pits re. n-qp gg. 
HUE m nux, 所 以 任何 p; 和 任何 a. 都 不 是 同 
PRM TA 
mnc p pote xg gots g,! 
我 位 有 
c (mn) = BS Zl., Pa -i Pe 
ral Pi—l P- l 
ght" _ gh! c4 
g,—1 qi:—ií 


Xt BPR AREL o(m)-o(n). 

2, SEER 近代 ,完美 数 的 概念 已 经 推广 
my: 

STARR, WRo(np=kn, REAR, 
Wn BR A PREM. 

这 样 一 求 ， 十 展 的 完美 数 相 当 于 有 = 2 ATE. 
容易 验证 ，120 81672 XXBj^T- 3&3 — A. A 
为 ofl20)=360，Gf672)= 30672), SEA 1H] “eRe” 
AARRE SEM TE. 

n= 2178540 = 2! *3?*5« 77? *13*19 
是 一 个 pp 数 ， 因为 这 时 o(m)-án, RESERS 
信和 完美 数 一 直 受到 人 们 的 注意 , 但 十 面 两 个 基本 河 
RHE MA fe 73 BY ES 


“了 号 时 


C1) SP BP R-2,3,4 5 BAIR SIS D 
数 ? 算出 这 些 数 . 

(2) REA pi 数 ? 

THE ABB ESC pe Be) LS Lacum for RR 
CSR, dX bo AGE GEM, 

(a) Odie bp. WSFA ARE AHE g EH.: 
3n Jk p, Xx. | 

由 于 # 是 p. BRI o(n)-—35,B4X n 
3f EXER, BRED 3 Ala LE, Mig of3n) =a0(3)}+o 
(0), {ho(3)=14+3=4, BPEL o(3n) = 4o(9), 
HT o (a) = 3n, 我 们 有 o€ 3a) = 4030), ict AA 
3n J& b. X. | 

(b) @ 3ndé po XX. n RR 3 EGR, 证 Hj. m 
是 Pax X. 

我 们 有 有 o (3n} = a(3)0(1) - 4o (02, 因为 3 和 
nip. E. HF 3n È pa NÉ. BIEL o(3n) = 4k 
(35). "pA 4g(n)-AR(30), AU af = 3Àn, XX 
Sie BE, nb Pa 数 . 

(c) Zi nE DoW, SRM n, 但 5 和 9 不 整除 
s, URW, 450 Ae p. By. 

Ril rol) = 3n; FESR MR, fi n-3h. XX 
TBS ASÉEER k, A 9 AREE n EE, a(n) = o(3k) 
= a(3)o(k) - 4a(5), EF 3°, 5 Ak NAHER, Br 
E a(45n) = o (39 +5*k) = ao (3) oo (5) o (4) 
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= (40)-(0)a(4) = 60040 (£)). fH 40 (&) = o (0), 
BERL a(45n) = 600(#) = 60(€3") = 180r = 4(45m)., 
IA BEE UL, 45n 是 p. Be. 

在 李 节 结束 时 ， 我 们 最 后 应 用 一 下 求 ofn) 的 
HE AX. 

定理 (ID ps MBAS PULP ART. 

拒 ps Btn KATSED 

n= pil pits p. 于 是 可 (oa)=5n 给 出 等 式 


a +l quel 


py -1 pe cl DA Ti 
Pı il 和 az 一 下 | Puk—1 


-5pü pj. HA, 
Pa BRL n 得 到 
Bip ^ b- S m5-o | 
| prol P:—l Pr— 1 
ZMSTHAM, BAKER 


如 果 认 为 所 有 素数 都 排 成 递增 次 序 ， 那 么 ps / bs 
3 


- D 这 些 因子 的 值 就 是 严格 递减 序列 宇 ，3。- ， 
言 ， 共 ，… 中 的 项 注意 ， 这 个 序列 中 任何 五 项 的 
洪 积 都 小 于 头 五 项 前 乘积， 不 足 五 项 的 乘积 更 小 于 
头 五 项 的 乘积 ， 倡 是， 即使 头 五 项 的 乘积 也 只 是 
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TES, Bib, BEM EAU RRR E. BET Sn X 


BoE Rika, RMR, n 其 有 五 个 以 上 不 同 
WIS AF 

3. ERS 1944 ERR RT CErdos) 
FMS E (Alaoglu) 定义 了 过 剩 数 如 下 ， 

FSR n PARR, MARR TA A. 

o(n)/n>o(k)/R, 
7$5-71,2,3,4,5 的 值 分 别 是 1,3,4， 
8, PRED o(€a)/n 的 值 匡 1,3/2,4/3,7/4,6/5. "Y 

AE, RE, 2 和 4 都 是 过 剩 数 ，3 和 5 WA. 
现在 让 我 们 对 下 述 事 实 给 旱 一 个 优美 的 证 明 ， 存 在 
无 限 多 的 过 剩 数 . 

UAT I ARCH OR HR UNUS d, 


—],d,, d,, » FE n/d,, nida, +e n/d. 是 
REE. VOY AMI AAN 问 样 的 各 数 ， 
oG)- Eo. 

din 
[28 1 39 n143 
S n => a 
d;|s 


这 是 n 的 诸 因 子 倒数 之 和 . 
当 # HBG R18, 它 可 以 取 记 有 阶 
3E mi 的 值 . 如果 #= ml ，+# 的 周子 就 襄 插 1，2 
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3.0, m ITRE Xu, AR RS IAS. Bre 
ot Serta sta 

iX AE EH RAHA AB a A, 0" om FT. 
Ei JR Bg) ET, Mà AT aR 
I, off) /n CRRA. 如果 把 o(n)/n 这 个 数 
WA ua, UP ey tg FOL 

注意 , 这 个 序列 的 项 us WRR TT f VET dp 20 
ui, Dla EHRE. 因为 这 个 序列 无 上 界 ， 所 以 和 超 
过 以 前 各 项 的 如 : 定 会 不 断 出 现 ， 越 来 越 大 《不必 
XEdH Apis. FA. GASPS PEAY us AT, 相应 
的 小 款 关 就 构成 过 剩 数 的 无 限 集 . 

4. RAM i948 ^E, MWB MR CA, K, 
Srinivasan) «E X SEH SEAT: 

Hen RAM, MAA Axa, k 
RH n Bae AMAA ESA, 

Fr Fy GD f se eB E ERE NET BUR. 
fjs-2,3,4,-, AP 2-1 这 个 数 是 否 为 素数 ， 
m-273(02^—1) 都 是 实用 数 . 

证 ;x 的 真 因子 包括 下 面 两 组 数 : 

(.1) 1, 2, 27, 23, vee 2^71, 

(B) 27-1, 2(2*- 1), 2*(27- 1) +, 2*7? (27-1), 

如 果 2"~ 1 刚好 是 合成 数 AA BAA. 

可 是 ， 上 只 用 这 些 真 因子 ， 我 们 就 能 够 把 适当 的 因子 
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PHS SE) DF SET om 的 所 有 的 点 . 

我 们 考 虚 三 种 情况 ， 

(1) Æ kx2*71, Wil & 是 集 (A) 中 某 些 数 的 fil, 
Po) HE fie 22 as De UH Te gH xo e p e quom ig 成 
的 . 

(2) #k=m, WEE (A) A (B) 中 所 有 各 
MAA, BAA BE, TEAL T Ld eee 
MERITT. 

(3) F 2km, 则 以 2" 一 1 作 除 数 , & AT 
PAPE a= (2-1) tr ora, E, pR E 
PiL, qb A ABE m, AE., Bet ae 
HERCA PSE A CR BO RD. 
实际 上 ， 我们 甚至 不 需要 用 到 2""! 这 个 数 , 因为 它 
比 + 大 . 

考虑 二 进位 记 法 ， 我 们 看 出 , 85 CA) Uu 
EEB 2-1 的 一 切 数 ， 所 以 r 也 是 集 CA) 
生菜 些 数 之 和 和、 结果， 

k = (2"—1) (25 2i 4 28). 4 (ate 22+. 
+ 2°), HPL —PMRPRAKABE 22 «Lom, 第 
ZARNA A AT EE 2” 2, BO POA 
SURAT, WRA hl, C OTE RETA CA) PR 

M" x "UH XE 

(a) 几乎 完美 数 ”几乎 完美 数 就 是 一 A RD 
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的 数 , 妈 是 o (0) d xb 20 Zo di Ro ABE. oC) 
比 2n 1. Fst, WPI BR. 我们 有 oln) 
=2n+1_. PE. AR RAIL SERE, Un 
RE RU ON Bra aA CRIA ALE DOE EA 
WAT) 之 和 ,于 是 4= oln) 一 1 一 nn, 如 前 .不 幸 ， 
现在 还 未 找到 和 任何 几乎 完美 数 . 

WIL 58 36 35088 OA A Re, BD 
是 使 得 o(i)=22- HAR, 容易 看 出 ，2 的 
B45 Fr Ae ABI XX— 28. 

(b) 5cseRk RR AETA, Mae 
它 是 利己 的 某 些 下 因子 的 和 .例如 。，#= 12 是 半 完 
美 数 ， 因 为 12=6+4+2、 显然 ， 半 竺 美 数 不 可 能 
ERRE, EMSS RACE SER, BK. BH 
Xr AE ee Sse: 例外 的 情形 很 人 少见， 所 以 不 是 
举 完 美 数 的 重 余 数 驻 别名 “ 怪 数 ” .三 全 最 小 的 怪 数 
是 70,838 和 4030, e+ FG ECCLE fe] BERK SE 
RMT RAR TRB PARE, BH 25 
ILE AA PTE RR. 不 过 ， 已 经 知道 ， 
ERASE. 怪 数 的 研究 是 宾 少 法 尼 W 《Pen- 
nsylvania) 州立 天 学 的 本 柯 斯 基 {Stan Benko- 
ski) 开创 的 ， 他 和 Erdss 合作 即将 发 表 的 一 篇 文 
FEN: SE Pe ACA IEA eRe (Schnirel- 
mann) 密度 (一 个 自然 数 序列 的 施 尼 勒 竖 密度 是 分 
3X Amn TAR, AQ) He IPP RAC m 
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HI A ROO. — 7 e RH RAS c CRE N 
然 是 零 .为 了 如 免 这 个 讨 大 的 情况 ,通常 把 数 ! ES 
本 来 不 含 这 个 数 的 序列 里 .对 于 怪 数 序列 必须 如 此 . 
告 数 序 列 的 密度 是 1/2. MPT. BHR 以 及 2 的 
方 敌 序 列 的 密度 都 是 零 ， 这 就 表明 ， 用 铎 数 来 竹 自 
然 数 ， 这 个 镑 子 比 素数 及 其 他 密度 为 零 的 序列 稍微 
"NP ue, 

Ai RASS ERA, BRAT. CRO A 
性 质 似 乎 是 无 穷 无 尽 的 ,还 有 另外 一 些 奇特 的 数 ,我 
们 尚未 触及 ， 例 如 “强力 数 ”. 


d 2 


1. 证 明 : 一 个 完美 数 或 一 余数 +# 的 任何 倍数 
mn, 之 2， 都 是 到 余 数 . 

2, WER: 一 个 短缺 数 的 任何 因子 都 是 短 铅 数 . 

3. HEAR. Ap ARR, Up pt 是 短缺 数 . 

4, 证 上 明 : o(#) 是 奇数 的 充 要 条 和 件 是 ，n 为 平 
Ad BBR AREA M, 

5. 证 明 葡 拉 和 定理 ， 查 完美 数 一 定 具有 形状 
m-p^5U.GO, Bip > ERE, SOR, 


参考 文献 及 进一步 的 读物 


W., Sierpinski, Elementary Theory of 
Numbers, Warszawa, 1964, 
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+, EG FITS 


1. 引言 ”我们 在 “果园 问题 ”一 章 昌 已 经 知 
道 , 坐标 平 曾 上 的 烙 子 点 Cx) RARER x A y 都 
是 整数 ， 这 些 点 行列 均匀 邮 分 布 在 诸 单 位 正方 形 的 
项 点 处 . 显然， 围绕 任何 一 个 格 邓 成 可 慨 画 一 个 小 
m], ERAR RRT APES. Tie Tr 
Ne RL, TERE EB), HARARE a A 
个 .三 个 或 四 合格 所 点 。 njAk. MNS sod S O 
个 较 大 的 数目 ， 要 确定 一 个 图 ， 铀 好 把 那样 多 的 格 
TRESEA, BHP BARA BST. AWE 
先 建 立 下 面 的 定理 :对 于 每 信和 自然 数 2， 平面 上 存 
在 一 个 辐 ， 共 内 部 刚好 食 有 7 个 格子 点 . 


11-1 
这 个 定理 是 下 述 事实 的 简单 推论 ， 任 何 两 个 格 
子 点 到 点 {V2 ,村 ) 的 焉 离 都 各 不 相同 。 我 们 过 一 
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SJL RELA. IA, BP TOR SEDE 
按照 它们 到 (vz, -地 ) KERAKI R — e HR 
Pie Bae Das ors Di 离 得 最 近 ， 思 是 第 二 个 坡 近 的 ， 
ee TE. (V2. |) 为 圆心 .通过 pss Rf, 
其 内 部 正好 含有 4 个 格子 点 Bi, Pa, Po. 

我 们 用 反 证 法 米 证 明 上 述 事实 ， 假 设 两 个 格子 


AG, 5) HG dala (72, >) ERROR, W4, 
(a- 42) «(b- Y -G-£2y (4-1). 
把 有 理 部 分 和 无 理 部 分 分 开 ， 我 们 得 到 
2(e 一 oOVY etd -a* - btt 2(6-d), 


Fc Mit AGREE, WA A, MHF, WE 
问 部 得 是 零 ， 所 以 | 


c=d, ct +d? oto b+ T (bd) =0, 
HF c=a, otf debt- 2 (db) =, 
Eit LJ 
2 
(d-b)(d+6- 3) -o. 
dn d 和 BRR d+ 6-2 不 可 能 是 零 。 
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d—-b=090, d=6b. 
TEI cma, AARTO (a,b 5H (c,d) 必须 是 
他 一 个 点 ， 证 些 ， 

斯 认 因 豪 斯 (Hugo Steinhaus} YEA ut 
T: AIFA Bin, TEAR n e, d 
CIGBRUERTD4I n TRETA. 

2. RREME MTR BRA E E, eA 
oF TT ne CPO n— ai Ti n-2 的 情形 是 
SEAS ALM. VAs, MARHE n= 3 这 个 最 初 的 馆 形 也 
iT REE. i058 年 , fEtbORBS DN CE EC EGER 
45 Andre Schinzel) 对 下 述 定理 发 次 了 一 个 党 
心 异 日 的 证 明 ， 对 每 个 自然 数 2, FLA Te. 
UALS EAGER s MB TOR, fae HRA At 
JA, BESSY Bis dt Ty BE TERIS REM: . 

n A: f ROA RREA EIS IR, EAE 明 
T, | 

GQ) HIR u-25, We Cl. 0) X. W 
uoc9 09" Jt 0S RE n 个 格子 点 . 


-r 


(2) HUR n=2k+1, BIER C, 0) 为 心 、 以 
L--5* Jj 348 05 IE BE m 个 格子 点 。 
他 利用 了 数论 蛙 一 个 著名 的 公式 ; 方程 ne y? 
= n 的 整数 解 (xov) 的 个 数 n (n) 是 
“153 


r(n) = 4(d,— d,), 

IHE di lE n YI TP a 4k ddp XE, d. XE XT 
W kt 3 的 因子 个 数 . 这 个 公 碟 的 推导 是 初等 数论 
的 事情 , 写 起 来 去 长 ,这 里 就 汶 讲 了 ， 我 们 不 加 证 明 
WR DEAE TT. qii. He, 这 里 要 把 (x, y) 
Al Cy, x) Shin wide m Ae, Alm, or Ci) = 
4(1—0)—4, IXUCREXE (1,0,), (0,1), €-1,0), 
(0, —1). 

"tu IET XA Rl, Pe BA xt yt? = oe! 
的 整数 解 . 27 i BE BS TAE 5 HERE, BILL 
个 因子 都 在 45, i1 RIK ATS ERS) 5*71 0e 
EEA Ro. BLOB RES A 是 40k -0) = AR, 
这 人 些 解 总 起 来 有 2 RE Ce) dC, 
x). BEfR 550 4v ee, FREI x 和 中 ~-- 个 是 奇数 ， 
及 一 个 是 偶数 ,从 而 这 28 对 解 中 每 一 对 都 央 站 有 一 
个 解 ， 其 汽 - 一 项 是 奇数 ， 第 二 项 是 偶数 ， 这 个 结果 
下 面 将 要 用 到 ; 


以 (>, 0) b. bh be 567m 为 半径 的 国 周 
上 ,每 个 格子 点 (p,9) 都 是 方程 (p 一 地 ) + (q-0) 


= 38/4 的 一 个 有 谨 整 数 解 ， 反 之 亦 然 ， 这 里 我 们 
ori Jj “Ag FR” . 是 因为 


(e- SI - (g~ 0} = = 5/4 
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IX ERIE AS ( g —e (p-0)*-5s*-!/a. 


Bis, KETENS PTT BOSE eie A 
周扬 径 过 的 定子 点 的 个 数 ， 可是， (i PÉPuxmDELI 
4. 我 们 看 出 ,每 个 有 序 解 (p,q) 也 是 方程 (2p 一 1)* 
+ 【29)*= 5*7! APA PA, MZ dRÉR (LET eT n 
xt y= sk RFE., FTIR x= op, 
y-29, ME x Rak. y 是 偶数 . 我 们 我 到 的 每 一 
个 这 样 的 解 都 产生 我 们 钓 辐 周 上 的 一 个 格子 点 (p， 
q). RREH, xt yts Ei A 2k PR 
(x,3), Hop x ae y RAR., 所 以 我 们 的 
Ea E IE SF el 2a = PAP, 

“yon de aye 28+ 1 RRA R x? + yy? = 578 hy 
整数 解 ， 这 个 方程 的 有 序 整 数 解 的 个 数 是 

r(5**) = 4((2R4-1) —0) = 4(2&-- 1) — 8h + 4, 
一 般 记 来 ， 这 些 解 总 起 来 可 以 分 为 车 于 组 ， 每 一 组 . 
有 八 个 解 ; (x D, (x, 0,0 - 4) ay), 
(»,x), (Cy, 7x), (C- »,x), (— »,—x). mR 
出 现 零 ， 僻 如 x=0， 那 么 *= 一 x*， 这 一 组 就 只 有 
四 个 解 . mA, WE x*= yy， 这 一 组 中 也 具有 四 个 - 
c. | 

SESBHEÉBBIES B. 5 eee, PL x 和 
YP-PHRAR, BIEB, Ail 8f He A 
a= 3 Rit, 零 蚌 可 以 出 现 的 ， 得 到 下 面 这 一 给 解 :. 

“了 35. 


(0,5*), (0, —5*), (5*,0), ( — 55,0). 
FAM, SETS Skta PRE (xv) BILLS RA, 
每 组 有 八 个 解 ， 另 外 还 有 一 组 四 个 解 . 


现在 ， 以 ( o) eb, Blo" ee US 


b. BOM 6k Cp,9¢) ERR EAS 


1 Ya , o 90 
(5-3) *(g- 0) -—3- 


ut (3p—1)5 + (39)? = 5 

I] — “pfs Fee Bt, EY yA J x? +? = 5 的 
TURE IA TR RA «-3b—1.y» Bi 
A UR SRT -1， 第 二 项 被 3 整除. 我 们 将 
证 明 ， 上 述 方 程 的 组 解 的 每 一 组 八 个 解 中 正好 有 
两 个 这 样 的 解 ， 而 单独 那 一 组 西 个 解 中 正好 有 一 个 
这 样 的 解 ， 所 雪 总 起 来 有 #=2k+1 个 这 样 的 解 ， 
这 就 是 说 ， 我 们 的 圆周 上 也 正好 有 这 样 多 个 检 了 于 

注意 ， 
5 = 25t = 15 =] (mod 3) 
而 一 个 平方 数 是 模 3 疗 余 于 0 或 1 的， 所 以 x? 和 
z 中 必定 有 一 个 模 SAAR 1, PAPO ee 
YO. 让 x 各 一 x 表示 一 组 八 个 解 中 被 3 整除 的 那 
此 项 (我们 可 以 把 这 组 中 一 个 解 记 为 《x,y)， 其 
RAWE EA (x,y) 等 等 .》 这 时 ,yy 
和 一》 中 恰好 有 一 个 模 3 同 余 于 一 1。 为 确定 起 见 ， 
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Eai yv, PE, HA (yox) 和 (3, 一 Xx) XX 
SRA aR 3 同 余 于 -1 而 第 二 项 模 3 F 
余 于 0 的， 在 单独 那 一 组 四 个 解 中 , 飞 一 下 0) tt 
(55,0). 中 恰好 有 一 个 是 所 要 的 那 种 解 . 

3. WESER POS EMMA MR 
RR, gee BUSES ATA, 1957 
f. Yu (George Browkin) 证 明了 :对 于 每 
4 EE SR EE n. ERES- AEDE, RAMA f 
4 nc rn. BBA PAE PIL, e 
BER RGAE (Sierpinski) FU eR EE PU. 

我 们 仍然 把 格子 点 排 成 一 个 序列 Pi, Pe Da 
Ak. FRA FA c3 


_ 4 E | 
f(x, y) = xex43 y ena» 7 


TISSUE, (LA Ta SS FER AAG). 
"muB, MRAP ARMM OAC, b) 和 
(c,d), {Ei (a,b) = Jie, d) HF loi MAB ez, 
RAE- z, BRA id|e|=p2, x* Ho pikea 
pk —1. Alt. Moret f(a,6) = f(e, djip bjir ee 
和 值 符号 ， 我 们 得 到 | 
P (a+ b/3 -—)+ g (ws -5--L.) 


— 1 nu 1 
=f (c + d 当 一 3) Ts (ev 3 一 d = x) 
` 3 | af 32, 
JW p, g,r, s3131, Je Xp HOP BICI GG 4 
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Jf, 注意 s//3 =v3373， 我 们 得 到 

pa- p/3-—gb-re+r/3+sd 
=/3(rd+sc—s/3- pb~qgat+q/3), 

PUSS, ALES, BE 


pa-gb-ret+sd+ P 


“=O, ` 


rd +se— pb- qa 9 -=0. 


由 于 所 有 的 参数 都 是 整数 ， 所 以 分 数 Cr — p)/3 和 和 
(q-s)/3 也 必定 化 为 整数 . 但是， 两 个 分 子 中 每 
一 个 都 是 2,0 R- 所 以 两 个 分 子 都 只 能 是 0, 从 
MW p=r, g=s, 方程 化 为 

pis—-c)+gtd— 6)=0, 

p{d—6)+ q(e-a)=0, 
ERRAR pH 9 得 到 

p'(a—c)* pa{d—b)=9, 

bq(d -b)+ q*'(c—-a) - 0, 


TH RAS SS 

p'(a—-c)-g'(c-a)-0 
或 (a— c)( p? +g) =0 | 
(RA a p M 是 1 还 是 -1,822 和 9 都 是 1, 所 以 


2(8—c3-20, HIR ac 
xk BOE MGB) 5 — d, nr iL A (o, 5) (c, d) 
ERA, FUR. 因此, 和 任何 两 个 格子 点 的 了 值 都 
不 相同 ， 
|138- 


F 有 一 个 简单 的 几何 解释 MFA p(w) 
到 方程 为 x+ yy 3 - = 0 WERL KEER di 
长 并 是 | | 
x4 3 -E 


3 
Idile| ———— 
41-3 


Bob dx + » 3-4 - 21d). 同样， 


-5 -站 | 


=2!d,l, AX B d ARM p(w,y) 到 方程 次 x4 3 一 y 


v =O 的 直线 M 所 作 的 垂 线 . 


注意 ,直线 工 和 M 在 点 尽 ( 了 ,0} 处 相交 成 直 
M. Sibt f(x, »)22[d.|*2(d; | REM PALA 
M FERIE ny ^R 
X PORS WALK .— 
最 说 来 , FARR 
Prix, y) BR 
而 增 大 ， 所 以 我 们 香 
ih, R 附近 有 一 个 覆 
于 点 p 使 相应 矩形 
AY ds Beeb, 并且 由 
Fir ea aa OR FGA A. Be f JB 
FRR BLE REY EJ at T A RRR D, bi, paste. 
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证 我 们 用 记号 上 来 形 示 格子 点 Pa FATA FOL 

再 你 
— — 1 1 
A(x, y) =x +d 3+ yQ 3-1) > 377s" 

gG y) ox o EY VUE eoe 
AG LES PK BR 

ACx,¥)= tasa, g(x,y)7 taa. 

显然 ， Rm Ax.) AKA (RC db OE fT. 
HO AREARE. 出 这 些 直 线 的 方程 比较 
EVA ee, RMB, XB sea AREE 
直 的 ， 所 以 构成 一 个 矩形 ， 实际 上 是 一 个 正方 形 . 
这 个 事实 请 读 老 自行 验证 ， 只 须 比 较 这 两 对 平行 线 


TE PE AB Epid E SS EB BI RT, 
=n 
了 Eea sy 
hang, 
ü x h=-a air 
Bj 11-3 


ME, WR TC, YAR ALE aa, E 
— Gaui hx, y) « Gost, BR FL A(x, Nau, 
" E40* 


Ars (x,») 落 在 平行 线 hix, y) = o. Maley) 
"=~. ZAHARERA, Rao. 注意 ， 
Sg (x, y) "n ox Ky, BER, TA 
(x, y) HE TR g(x,y)-7a. fü gx, y) 
=~ Goo, ZJE RY FE BE PE AE aai gx, Vaasa, 
PE | g(x,v)2] x es 于 是 ,点 (xy) 沙 在 上 述 正 
方形 内 的 充 要 条 件 是 :JafKx,yjl< es Al g(x. v) 
<L Tuan, 

既然 对 任何 实数 a, b,c, PERH lal ce M 
(oi << ee 等 价 于 一 个 不 等 式 


6| | a—-6 
2 d+] |= |«c 


(5,25 5] 1), WEE ER SACRA 
| Ax, | SL ace, AN | gx, 21 x anu 
SS itt 
| Ace, y+ 9. x) + AG »y)- gtx, 3 anes. 


2 
把 R(x, » TH gCx, y) MEAM 简 th, 
容易 看 出 ， 上 上 式 正好 化 为 
FOX, Y) Zas. 
KER, PATON Ce,» SE EXRIEJDJÉ P3 TER 
条 件 是 : FY) <an. 按照 格子 点 排列 的 次 序 ， 
满足 上 述 要 求 的 格子 点 正好 就 是 o 
Pi, Po, Bett, Pa, 
PARTB TED EMSA sATA. 
FTE 


上 述 定 理 不 仪 对 正 亨 形 成 立 ， 对 于 三 角形 、 下 
Hi. WAU RRS EL, OE 
泽 尔 和 库 里 柯 夫 斯 基 甚至 还 能 证 明 下 述 优 秀 定 M.: 
XT dg ESRD ARE C, STEP ARR 
3#， 平 面 上 有 一 个 图 形 ， 模 样 各 5C 一 样 ， 其 内 部 了 网 
BD ag on PR 

4 ZS phm RN LGB CR 
f F3] PE sR i au HE A TP BLA 

n, fídk— PERG, HPO SA np RETOUR. 
SP BE 9 e SS A a_i as BY 
证 明 . 现在 ， 让 我 们 对 下 述 定 理 给 出 一 个 优美 的 证 
明 作 为 本 章 的 结尾 . 

库 里 本 夫 斯 基 定 和 ATETEA 28 

FR PEALE ROOM WF GE (Thadee 
Kulikowski)fe 1958 42 GR BAAY: fii WE SAE HS fl 
FERE, RERNA ERA. 

MT CAR n, HERRERA Bi. 
好 通过 5 个 格子 点 《x,y》 的 一 个 加 的 方程 

(x-a)'t(y-b5)-c, 

PEOR x 平面 上 的 格子 点 〈x* ,3) WEE xvr 空间 中 
的 格子 点 《x,y ,0) ,所 以 辛 泽 尔 国 周 上 刚好 含有 三 
维 空间 中 前 # 个 格子 点 (x,y ,9). 

TE. PRM AMR, Bw (a,b, 42). 
“Td2- 


TERR c2 的 球面 二 就 刚好 有 nr B fe. 
E, Xkihi 7; $829 
(x—-a)j*-(y-by-(z—-j2)-c«2, 
Be 
{x-a} + (yb) + 22-2242 —c, 


从 新 泽 尔 定理 知 ，a, b, c 的 值 都 是 有 理 数 (a — 
mol. b-0.c 是 某 个 适当 的 正 有 理 数 @)， 所 以 在 


Abr Bie x, y, z 的 整数 值 使 除了 - 22/2 外 的 
每 项 部 取 有 理 秆 ， 因 此 , 除了 z=0 外 ,任何 整数 
x,y,z 都 不 何 能 满足 这 个 方程 ， 这 就 是 说 , 球面 上 
的 格子 点 全 都 落 在 它 和 和 x» 平面 的 交集 上 ， 令 =2 =0 
得 到 这 个 交集 ， 正 好 就 赴 上 述 辛 泽 尔 圆周 
(x-a)j!t(y»y-b)-c, 

dE. BRE LRA de T CE AE XX LA] E89 8 
格 上 点 .证 毕 。 

这 个 证 明 可 以 直接 推广 到 任何 维 数 的 空间 .最 
后 ， 我 们 指出 , 布 车 金 也 证 明了 : SLi Sg, 
三 维 空间 中 存在 一 个 方 体 ， 其 内 部 刚好 含有 ?个 糙 
du. 


QEXX CoExSMBEAeTXE'. 评注 
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|. WEH. 对 任何 实数 a,b,c, RASA al 

e Hib e 等 价 于 一 个 不 等 式 
orl lark | og 

2, TERS. 对 等 个 日 然 数 n, 三 维 空 间 中 存在 一 
个 球面 ， 其 内 部 拾 好 含有 于 个 格子 点 . 《提示 :证 明 
任何 两 个 格子 点 到 点 C4 2 ,x 3 ,x 5 ) HERR TE 
相同 ， 由 此 确定 所 有 格子 点 的 次 序 .) 

3. WE. SEMA Re, 如 采 平 面 上 有 一 个 
以 (a,5) 为 心 的 图 ， 其 内 部 恰好 含有 + 个 格子 点 ， 
则 a 和 不 可 能 部 起 有理数 . 

4. GE, 对 每 个 自然 数 #, 平面 上 都 有 一 个 正 
A, FOF DIA n ATA. 


3$ 3 34 EEG bd 
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dOX— RGB, RNS BR BIE RR 
THE. S-AR, UL NRK. 第 二 
个 间 题 果 出 现 的 递 礁 关系 和 生成 画 数 ， 则 往往 产生 
一 些 意 想不到 的 结果 , 真 好 象 白 手 起 家 ， 一 本 太 利 . 
递 挫 , 是 由 一 定 情况 推出 结果 的 行 之 有 效 的 技巧 ,是 
很 值得 探讨 的 ， 

1. 赌 徒 菏 产 ”我 们 的 第 一 个 问题 在 概率 论 E 
上 是 很 有 名 的 ， 叫 做 周 徒 荡 产 .假定 我 们 扔 硬币 购 
钱 ， 正 面 你 赢 我 一 分 钱 ， 背 而 我 亮 你 一 分 钱 ， 每 近 
一 次 我 们 每 人 都 有 二 的 概率 获胜 . 首先， 假定 你 有 
50 分 , 我 有 20 分 ;必要 时 夜以继日 把 比赛 进行 到 
kt. 我 们 要 求 出 下 述 三 种 情况 的 概率 ，(1) RADE 
T, C) 你 输 光 了 ，(3) 比赛 永 不 终止 . 

我 们 每 人 只 要 数 -- 下 自己 的 钱 ， 就 可 以 掌握 到 
比赛 进展 的 情况 . 让 我 们 站 在 你 的 立场 上 来 考虑 问 
iu, qum YDAEGREqIGNLEO.1,2,-, 70， 可 以 很 方便 
HOR RPS OE FR, OTE 50 TA 
标记 ， 你 赢 了 第 -- 回 。 就 把 这 个 标记 朝 前 挪 到 51, 
你 输 了 就 挪 回 到 49, 依 此 类 推 ， 我 们 的 第 一 个 任务 
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是 求 出 你 的 标记 达到 TO (REESE REA HE, EIE 
知道 在 50 开 始 而 在 70 结 东 的 概率 .当然 ,在 49 开始 
在 79 结束 实质 上 是 同 -个 问题 . 因 上 于， 让 我 们 定 . 
SL De 囊 示 从 出 发 点 上 最 终 达 到 70 的 概率 .不论 你 
ERB RRA, WAT AED RE Y Re 
ApY&. MOM AE 70 BER FRA PEN. AA Nj 
位 置 达 到 76 的 概率 随 着 每 括 一 回 硬币 而 至 化 .基本 
你 日 前 在 RR 处, pr 就 表示 最 终 在 70 Sh A BL 
AE TEIL SE PERI rh goce TH Bux pom xe à 
锯 ， 扔 了 硬币 之 后 ， 你 或 者 处 于 十 1,， MA ab F 
一 1 ， 你 达到 70 的 新 概率 就 或 者 是 pee. mE YT E, 
Pr-1. 

PRE, MLR ROB Ae ee SEP PAE PY 


先 移动 到 十 1 ,这 件 事 发 生 的 概率 是 二， 出 此 获胜 
的 概率 是 Pesi BEELA k EERI k+ TAUER REK 
Eo Pua. 同样 ， 从 名 先 移动 到 一 ! TRDBOREG RE 
"REL, 如 -+ 从 位 置 太 出 发 具有 这 两 种 获胜 的 办 
法 ， 所 以 我 们 有 递 推 关系 

pr = -0 Prtit 


Pray tea GAS Poux Ee T 
Ae EJ 2 pret quu 


Pi — Pir-i 7 Pei Pes 
该 是 一 个 一 般 的 公式 ， 鱼 果 
PiS Po = Paw du Pam Pete = Piet Poa 
让 我 们 把 这 个 常 值 莽 数 记 为 4d. 把 这 70 个 莽 数 所 起 
来 ， 了 时 是 天 以 外 全 部 互相 消去 ， 所 以 得 到 
pre— PaF tod, d = n — Po). 
DES TO 和 9 ARAN GE bo ae Beh TE 0 AR RT AR P 4E 
POMS, BDELQZGROR PLS iA BI TO, ERE p.—0. 4E 
10 Sh TAR TEA AR PR OIA YO, yp 以 
Pai, AIE 


1 1 
d= 7p (17007 70° 


1 2 
fh GR, 我 们 得 到 Po=0, = 75» Pays 


pr = Ti AG, PRA Re HG Le EEE, 
站 在 我 的 立场 上 分 析 这 场 比赛 是 完全 一 样 的 ， 所 以 
我 但 你 的 钱 全 部 赢 到 的 概率 是 各. 


这 样 一 来 ， 我 们 之 中 一 个 把 另 一 个 所 光 的 3 
率 是 


于 是 ， 从 概率 论 的 观点 来 看 ， 我 们 之 中 必然 有 一个 
使 秀一 个 颁 家 划 产 ， 比 赛 永 不 终 正 的 概率 是 0， 这 
“idge 


FEXAKULAB BIN. HAARA Sey RR MAY 
Vi P^ 8E ORE LM I ETRE PCS P^. 

2， 欧 拉 的 一 个 问题 ARI PN TR 不 
EAR faim. BURP VR AS += A 
形 ， 这 可 以 按 五 种 不 同 的 方式 进行 - 
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国 12-t 
FE aS BF p a EL + Pa F8] RS 7 a — RN AE: 
SD FAZER. FEA WUBI AR R= Ae. Slt 
JX — 5 HE ry [AT AE RE — Ap EB TIE, EE E fe 
KW ERRi (Leonhard Euler) 提出 
的 : 

拒 一 个 贡 n A A36 RT fREE A S A. 
JE, 3 EIUS IBI 23 3X? 

处 理 数学 问题 时 idi a EE RAE OS a EL 
如 果 用 c. ERPE (n2) GAGS eT TC, D 
如 对 五 返 形 有 ea=5， 对 六 边 形 有 cs= 14, 等 等 . 结 
彝 会 表明 我 们 的 记号 是 恰当 的 .现在 考虑 凸 (n 3 
HE, EFE con, 各 分解 .我 们 把 这 个 儿 边 形 记 : 
3j ALAVA, Any Anes. 

对 二 任何 一 种 分 解 ,这 个 多 边 形 的 边 所 ,4,,; 都 
sede ay SE RES SR, EY Se 
Bg 55 = TD Ede Aa, A43,0 APA — > E ae 
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- 动 经 过 0,1,…，3 诸 值 ， 我 们 来 算出 合 得 第 三 个 项 
上 所 是 4 的 那些 分 解 的 个 数 , 把 了 所 有 这 样 得 到 的 分 
PSN EE EEJ eui. 

KAA dove DAA Anes 的 两 条 对 角 线 条 成 
一 个 三 角形 ， 把 我 们 的 (n+ 3) WI RTS YI 
形 ， 一 个 是 (+ 2) WIG A, Ar Ate, 0 是 
BITE Arpina, MRP BW IG frat 3 
~Ck+ij=n-k+ oP GU At, RAP SIR 


Axis 
on n 
£ NG 
/ n-k4 2:5" 
I 
\ I 
A. Ants 
A, PTE 
Ay A nta 
Eb 12-2 


于 可 以 备 有 cz 和 Cae 种 分 解 方式 ,一 个 多 边 形 的 这 
Ck * PEAD BEAT NBS By A 男 一 个 多 边 形 的 郑 

st 分解 方式 中 的 每 一 种 ， 合 起 来 产生 原来 的 {rn 
+ 22) WER HEAR, TH, de A MA 这 
BaP Td Ar 联结 起 来 , d AER 3) 
WANS Ceco 种 分 解 方式 XpA-0.,1,2:5, n XX 
些 值 求 和 和 ， 我 们 得 到 总 数 cuui 为 
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nu 
Ca. 1 = > Ct Ca-k * 
k-1n 


未 过 ,这 里 我 们 走 得 快 了 - -点 ， 因 为 符号 ce 还 没有 
定义 在 上 面 的 和 式 中 这 个 符号 只 出 现 两 次 ， 分 别 
ATE A= 0 和 天 = 的 条 项 cocs 与 cace 中 这 两 种 铺 
fe ALS aE 


h-—ü Cu 2):5 5 k=n 
— ~ 一 -一 -一 一 =. — 
a — ~ 
A. Ca ^ - Ca ^ 
^ ps 
i A 
i. A, EJ 4 Ants 
图 12-3 


每 种 情形 都 各 有 一 -个 子 多 边 形 消 兴 ， 耐 为 一 个 
于 多 边 形 是 (n+ 2) WP: PARP TEI BY AT fp BRIE 
好 是 ca, 因此， 我 们 应 该 定 头 ce= 1. MR 指出 ， 
还 四 ci= 1 ， 因 为 三 角形 没有 对 角 线 ， 所 以 只 有 一 
利 分 解 方式 ， 即 是 不 进行 分 解 . 

我 们 现在 有 一 个 相当 复 淋 的 促 推 关系 


Ce+1 一 5 CL Cn—& » 
k-n 
HIRE, SOITEGKHDECGEHEESER. LRE X C 
Wm x WIP IARI, HOS BUE EAE cl, 5 


^. 


C = Cyt CX + CX? + og xac + Ca" + ee 


“了 


C= SD ca x", 
n= 
WAGE C HUR., Dll ae Be xt TK AR eat FE 
CoCa H Cí Cs c, + CoCa mg Ft + Cogs 
Er ELS £7 


Ct = > [coca H Cico-l F CpCang bt + Calg] X". 


ut 


TENUIS aE eR H 


C2= D Cazi x^. 


ni 


ab SE EA x HH FH 


[- - ] 
A CRI > Cart atk 


这 个 方程 的 右 端正 好 是 cix+ caw? se. 除了 C 中 
第 一 项 co 为 1 外， 与 C 完全 一 致 所 以 

x€?=C-1 或 x C?-C+1=0, 
对 C 的 这 个 二 次 方程 求解 ， 我 们 得 到 

C=(1+ty1— 4x )/2x, 
ZARENA 
(1742) * - 14 (7 Ax) te 

所 以 ， 取 + 号 所 得 的 表达 式 (i+ d —á4x )/2x 中 
第 一 项 为 过， 但 C HORACE I 的 项 ， 所 以 这 个 
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RIRA, C jah 
(C-ác4i-c4x 201 (p JiPTax) 
2X 


Dx 


(74x) --? $27 (o axyra 


G9 uud 
A 


Ay RLH: RE i A Da 5e. 出 于 在 C 的 级 数 定 
关中 x" 的 系数 是 待 求 的 数 ， ca， 所 以 我 们 有 


1 
2x t 4-2. PESE 


O pge enint 1) 


to 


xg- an en 


1.1.3 5 (2n-1) 


2 2927 2 
put n. LE ul 2n*2 
Hc ) (1-:2-3--n(n* 1) 2 | 


t 


2Qo10zi:3:5re2n8 1 


(01:253 mtn + 1} 
把 这 个 分 数 上 下 符 乘 以 并 ， 我 们 得 到 一 个 匀称 的 
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ED Gn - Deo 1y(2.2) (2:3) 02 


m+ l)tn: 
iB (28 - 10[2-4- 6:8 oo 2n) 
B (n itn! , 
Ei 是 
(2n)! 
Cy mc ———. 


RiCt+ 1t 


练 习 


»1. 全 成 函数 可 以 用 来 解决 许多 递 挫 关 系 .我 们 
TEM Em BP. 

如 果 fo Beas on RTR E AY RJ DX CC CX 
Hee eh Ue fal RP ETT, (SHA A) ,我 们 
得 到 

faei—fact(ncd), feel. 
EMP x)= fot fixt fixer + eet faxtt 我 从 
得 到 x P(x) = fox t fix? teet faix te, AR 
得 到 
(a —-x)F(x) = fet (fi faxt fa fix? 
+ fa facon te 

=] Lex bh 2x? 3x5 nx" 

—1-c-x(lct2xcb3x*0vebnx^^! peed 

—-ItTx(1-x)?, 
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BrER Pix =(t-x x(a) Ait F(x) 中 
x Ay Fe Be Fea ME fa, VRE FAG xt 的 系数 ， 
fa-ix"4dtit—x)" Bir 30 
+x" fe C1 —x)7* py ee, 
CER. 后 而 这 … 项 正好 是 ck (1-3x)7? 85 
系数 . ) FY AY sh ce ey FR! PSE RCA 
Ih. ie fh — Hefe qb XJ eR aT A. pim 
(1—x)^', (t-x)7!, Qx), (19 x), 
(1— x)77, (1 x)75, SES, XXE ET ADS BAD PT RT 


BP. 我 们 有 =1+ natn tty 9 


T, MA 


f.- " tat? 

试用 这 种 方法 来 考虑 递 推 关系 far = fatan, 
"n-1,2,3:-, foal, fi.=2. 

2. 和 福 曲 不 边 撒 中 国 不 交 六 的 对 角 线 把 它 分 解 
ASFA. 试问 : APSA BPH Hee 可 以 
V H3 ze ro SR eh Fig BE 

3, THERM sr ABCDOL EPG H (gm 
A AWO, VST RTT. ERE ME PA aR 


OA TRA GE ATA AM BROT SRL ee 
递 推 公 式 可 直接 得 到 


fo=fa~1tn= fa-stnt Cn-1)--- 


mfotnt(n—l1)kekie14——.——. 一 译注， 


155- 


f GER TER 的 校 前 进 的 概 ; E -假设 顶点 ”各 


s . C nata IN RE Ë 
aL | MEDA G hb a RERI M 
B un 率 是 多 少 ? 苍蝇 在 处 被 
， , HER Re ee 苍蝇 不 

d tiene D 
E ua 4, 利用 生成 函数 来 确 


SEE Hue ayaa (Fibonacci) FYIR m. 
KAFINER 
fora] foit fa, Jiz f=, n>], 


GER. x M Pog = >D fan x, H8 Ex Fin B 
n-üu 


x? F(x), 求 出 (1—x x) F(x) SH, RRS 
的 公式 叫做 比 内 (Binet) 公式 .) | 

5. MEHHES— BURT DERE MEAG RIT RHE 成 一 
DEFI, AD 2 -个 指定 的 整数 出 现 加 在 这 个 序列 
中 的 概率 是 多 少 ? 

e. ERMER On AN, Ae RRR 
这 些 点 成 对 地 联 铺 起 来 .试问 ; 可 以 有 多 少 种 联 法 ? 


参考 文献 及 进一步 的 读物  . 
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一 z "WH a 


十 三 、 普 勒 数 ， 超 普 勒 数 
VAR He AKL 


71. MARMARA 1926F, ¥ P, Pou- 
let) #7 Xin (62s IL BR, 1938 年 他 叉 
PEAK PE FEZ. PAG, AER i mL E39) e. 
REDE. See dk — AERE n, EG ni2*—2. 
“Ph TH i Wj 2047 -t WP. 

ME, 204722" -—1, JEH 2047 =11-186 +1, 
所 以 
git ?= 2 tl o —2(2!1 7198 — 1) 
-20(20)  — 1188) = 2(28 - 1) 
= 2K2047 

ape Ae PATER: "WEBS B BUD d 
都 满足 普 勒 数 的 定义 关系 qd ' 242. 因为 , 2047 的 
素数 分 解 是 23.89, 可 见 2047 的 因子 就 是 这 两 个 素 
Xy, Witt ee (Fermat) 小 定理 保证 这 两 个 素 因 
T Epl d 24—2, 一 个 葵 勒 数 ， 如 果 它 的 所 有 因 
T d pai dios7—2, Rae Riese 


MX —*—-. mi. 
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AE, PA RE [ BUD RATER PRR, 
所 六 我 们 可 以 对 超 普 勒 数 下 一 个 等 价 的 定义 : 一 个 
Mag. HAREM Aa Fn ae Se, a 
kh p By 

JAED AT B PS Rapp A n TA ARS, Pul, E 
数 56123.11:17, Bel 23 是 它 的 一 个 因子 , 但 是 ， 
33 二 25 一 2 为 了 看 出 这 一点， 注意， 2° =1024 
-]11-93-- 12:1 (mod 11), BTP 2? 1 (mod 11), 
可 dé, 2?*2es38 (mod 11), HEEL 27 =8 (mod *1), 
272-226 (mod 11), BS. 1142%~2, Hj 33 
127-2. FR. BPR RRP. 有 的 则 
AER 原来 . AGP SREB DK, BM 
AAA GE. 

1936 $E, SRO ARERR (DH, Lehmer} 
让 明 fffkEJGDPÓTOEGED EE. BE BAT BEE 
PI. Him 2047, Mm fkurH755::5 kg $t 4*5 
Ax. 523—118. FEM ERK, diu 
比 格 尔 CBeeger) 定理 (1951) Br 7539 1-8 
匣 勒 数 .现在 让 我 人 证明: 所 有 超 普 勒 数 都 是 奇数 . 

BAT. 偶数 on 是 超 普 勒 数 ”这 时 我 们 有 

(1) 28]2'7—2, (2) 对 于 因子 # 也 有 nl2" 一 2. 
fC) BBR 2 可见 ，r12%-1 一 2， 记 以 n de E Red 
数 . 因此 ， 关 系 (2) ， 即 是 #12 (27 — 0) 将 给 出 
2 一 一 1， 从 而 ,我 们 看 出 ，n MERE Re (Q* 1-1) 
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-(27!—1) (作为 整除 每 一 项 )， 即 是 

n | 22°-1— 2»-1 或 n|2*7(2*— 1), 
HF # 是 奇数 ， 所 以 站 | 2-~1. 由 于 也 整除 2 一 2， 
Br EX a RE Be AE , 即 是 整除 1. 从 而 ,= 1， 
2n—2, 村 是 ,素数 2 是 超 普 勒 数 .因而 是 普 勒 数 .但 
Ax, HEM, PRAMAS. 所 以 2 不 可 能 是 
Be He | 

2, RAH HAE. een BER 
a^—a, PI ao ETARA. 4M Ma Hn HR CBD 
是 (a,n)=1) W, FETS 

n|a^—a-a(a7*—1)5, BEL n, al-l, 
一 个 合成 数 #， 邵 果 对 于 任何 与 # 开 素 的 9 都 满足 
n|a*?—1, (WEA EIS SLE. AeA RR 
{Robert Carmichael) 于 1903 年 首先 考 虚 的 . 
显然 ,绝对 假 素 数 《 即 是 一 个 合成 数 #, 使 得 对 及 
有 有 整数 a 满足 nla'—a) ARE hii gk Me. 反 过 
来 也 对 ， 这 就 说 明 卡 迈 殉 保 数 与 绝对 假 素 数 是 一 加 
dt. . . 
XE dj — Her EE n. 使 得 只 要 (aen) — 1B 
n|a*?—a,fR| SIL m= 195 就 是 这 样 的 数 . 审 实 上 , 195 
HJR Sri dE 3-513, XXE EG SEO] dp ER a 
一 9, 不论。 是 什么 整数 ， RNS BRM WBE, 
193 =(5—-—1)-48+1=4-48+1, 


"fhd: 


所 以 

gi m g= gitt g= aC Cat)" — 143 

= 一 他 

Hi 5 EGER. 党 蕊 小 定理 给 出 5195 一 9g， Mit 
HE 5i 2'!95 — a, 

WE a tjn Howe, WRA 

n a'"77^—ag-a(g"7?—1) 
B niat j—1, RT 3 WEAR n 《不具 是 会 其 
XE. 3n Wig At et | 
(a,n) - | Big nla"7*— 1, 

Bj fk D Xx. eg (D. C, Morrow) fk 1951 
POC, SET] CHE DE eR HH dum xk—vD 

可 素数 po 3 HORE, Rj n= 329, REL 
BEH. MPT Orsay Be Reo, M RE (a,9)= LOL 
9|s*-1, HF oMO us, MARME 

a= tli, +2, +4 (mod 9), 

在 每 种 情况 下 我 们 都 容易 验证 a= (mod 9), BE 
所 求证 . 

Hapfien-3p, Hi PARAT 3 的 奇 素数 。 
我 们 来 证 明 ， 

(a,n)=(a,3P)=1 FARR n-3pla?*— 1, 
H F (2,35) =1, BEUL a Bre 3 的 信 数 .于 是 a 三 土 t 
(mod 3), @=1 (mod 3), MMA SHAA A 


"fai 


Fi a= (mod 3), ARJEN, oH ST BECK 
SRA 3 问 余 1. AT b ae Pp 3-3 A ee. 
从 而 as -1 被 3 整除 . 

Hr pP 3 pee, BR (3.b)-1. 
Tik, MÆ 3 Al p 每 一 个 都 整除 o-ta, WISE AR 
Bln Wie Whe, 为 了 完成 我 们 的 证 明 ， 只 需 证 明 户 
SEES oa”?-3 一 1， 我 们 有 

“$= 1 = Cart )3 1 = (Catt — 1G), 
fl (a, p) 7 1, ROLES plat, 证 毕 . 
1962 ^g, HARHA, Makowski) if UJ, 
Sori A Rk SATA SPE n, 使 得 
(a,n)-1 ZA nla"*— 1, 
Py k=3, XXAGEGERBDGE TGPdETGO PRG D 
数 , OP k-2, KPC SEERA OT GAS 
n, [his 
(a,n) 21 2438 n|a*7?— 
对 于 这 样 的 #, 我 们 看 出 ,只 要 (an=1， 则 站 en 
8. 我们 还 可 进一步 断定 ;人 在 无 穷 多 个 合成 数 n, 
HEFE n| at! a XI OTT SML a ARR, Ripa nd 
FER. RMU. 4 pb JE GRE, M n=2p A 
是 这 样 的 数 . 

af a"7! 显然 问 为 uj Bee LO TB A. 所 以 
2|e-'-a, WHY LETKA”, RNA (2.p)a, 
所 以 ， 只 要 2 i piP at-a, M n ORR, BER 
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arl gaa] ~ a= alatt} = alae!) — i 
= aa! — 1) Cae- +1) 
=(a?-a)(a' +1), 
Tee pE i pie- a, WEHE. 

3. BRR RMR RAKE Mi= -REH 
BAE qd e, XX E H e A ERO RC M arin 
Mersenne, 1588—1648) HA Tikar dm. d SE 
Tiu — ERA A A, SR TER 
BH eM FEAL ABA OS AR, XPTESE ICE ae SI 
"mH 巨大 的 贡献 . 我们 在 第 十 华里 党 经 指出 ， XE 

AJL (Euclid) 计算 侦 完 美 数 的 公式 里 城 已 经 
cmi. 

WE 2—ai4J830X, SM 

m2" (2-1) 是 完美 数 . 
PAEA (Euler) 证 明了 道 定理 也 对 ， 所 
以 学 求 个 完 类 数 的 问题 就 等 价 于 求 梅 寄 纳 素数 的 问 

WIR Ma ERR, DN 也 是 素数 ， 这 是 一 个 穿 
区 的 练习 ， 因 此 ， 入 从 往往 以 为 道 全 县 也 对 .但 是 ， 
RN CAB, 2-1 是 一 个 假 素 数 2047 WEN 
AS AGS EPR. 74 = 2,3,59,7,13,17, 31,867,127, 
257 BS, Ma FERRO TTT BR RAK n2570, 


DEXA as 257, — FH. 
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M, WE ABO. IGRI DESEE BH, TEA E 不 
对 的 ， 在 第 一 神情 形 里 ,他 本 来 应 该 把 n= 19,61, 
89 和 107 包括 进去 向 把 s=67 和 257 排除 在 She. 

Ur eB NRA CARR, AT ae 
FRR RO, PPR AEB, COA AAS E 
载 这 种 结果 以 来 ， 被 发 现 的 最 大 素数 的 世界 记录 总 
是 一 个 竹 森 纳 素数 ,素数 Mial 是 一 个 39 
位 的 数字 ， 从 1914 年 起 保持 着 世界 纪录 的 称号 , 直 
到 二 十 年 代 初 ， 仅 仅 在 几 个 月 的 时 间 里 ， 这 个 世界 
tet a 3E ey p ai Man, Maar, Misr, Mares, EL 
A AM uu. wernt A 687 位 的 数字 .这 些 初 水 
oe RaQ wi IL ILI ALS, a MER TF 
SSAC LAE. HRAT PRR 
3 Fir, Hil Xt M a ' M soe, M uos, M zaage M ya x 
Minas Hel DAE M r XXE GE Bryant 
Tuckerman) Æ 1971 Æ 3 HARM LARRY, M 
而 把 被 发 现 的 完 闫 数 扩 大 到 24 个 ,现在 还 不 知道 是 . 

fe Me SC, PE Bee SER 2*- 2. TSE, ARR. 
"ur DU AER Se. HR AS EE Bn, 使 得 
ni!2°—1. 下 面 的 证 明 属于 卓越 的 波兰 数学 家 辛 泽 尔 
(A, Schinzel) , 

他 贞 反 证 法 ， 假 设 n> 1 BERR 27— 1.8 T2^'-1 
是 奇数 ， 所 尽 它 的 因子 ”也 必 定 是 奇数 .让 户 表示 ## 

"64>. 


T BEC. TÆ pth ak, Ain 
(p,2)-1. 
按照 费 马 小 定理 ， 我 们 有 1 一 1. 

现 相 我们 考虑 使 得 上 |2* 一 1 Ae. RAIN 
m-p—iJdÉ—- i, t VEXE AUS m 的 一 些 值 是 小 于 
户 一 1 的 ,让 4 表示 加 的 最 小 值 .于 是 我 们 有 8g 志 bp 一 1， 
p!293—1, HELF pa Bw, EAT 1, Bre Se 23— 1 
He PRE, Pg KT 1, 于 是 我 们 有 

Igp i, BB ig, 
MERRTE 9 RB n. DU p EE nop DGEUN 
T (4 EHEAR TAE PA. But. 
RITRAE. BR 8 GRORRER n2 这 时 我 
们 将 有 
n=ka+tr, k EER, arag, 
BEER p|253— 1, Bl 2321 (mod p), MA 
2*— | =2ttr—y —2:(21)k— 1227-1 (mod p), 
HT ajz- mi ple, HEEL p|2*—1, HÆ- 
=0 (mod p), HE, RHA 
27- 1=0 (mod p} 或 pl2r-1. 
Erg, BAG o 作为 m RAMA. 

不 难 证 明 ; 存在 无 限 多 个 自然 数 n， 人 和 使 得 
n| +t, WEE, n—35, 上 =0,1,2,…，, RERE 
WA. 证 明 贸 给 读者 ， 这 是 归纳 法 前 简单 应 用 。 

Ba, FEAR E+ ARK, Winllan, 
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(PIR n=2, 6 UR 660, HEARRE BR Be 
nol, {Ei ni2], 


=f 3 


1， 证 明 ， 对 任何 自然 数 #， n+ 3n+ 5 不 能 被 
121 整除 . 

2. WH, 如 果 2 -1 Rew, Wn PRR. 
(EXE, dE ARCU Sn, PWM nm 11). 

3. TE), ANE mA n SEAR XX. n E SX. 
则 2*-1 利 2*+1 总 是 五 素 的 . 

4, 如果 正 整数 天 整除 3-3 得 不 整除 2 一 2， 
试问 # 的 最 小 值 是 什么 ?整除 27— 2 但 不 整除 3^ — 3. 
的 最 小 的 # 是 什么 ? 

5. YAGK MEER O° + 1 的 所 有 素数 p. 

6. 给 了 下 整数 a， 求 一 个 合成 数 n， 合 得 # 整 
BR at-a, 
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s 了 看 了 ~ 


Hi Se 


练习 选 解 


一 、 一 个 古老 的 中 国定 型 夜 费 号 


6. Bee BAL HOR. HF se kaa 
AL, MELE RAT bp AUR Aa 与 志 使 得 
n=ab, FM 

g"—]2923—1-(35)' sh 2 (22 — 39), 
XE 2-1 RR Ea, PORE A e=1; 也 不 会 是 
2—1, Ae A b=, Belt 27-1 是 合成 数 . 

nk Re, DLR RR 27-2, Wl a"-2=Ak, 
& HM gs. TE 
29-9 — | =g 3 -(23)*- k= (2? - 1) (0), 


BEDA 22— 1 SED 20772 —1, 因而 说 就 整除 后 者 的 二 
fH. WSkER 20°") - 2 这 就 完全 证 明了 2^7 1 ERE 
7, & (27-1, 279+1)=d, W2"-1=f4d, 2" 
*1-29d, k!3 q AGAK. 这 就 得 出 29 - kd +t, 
2^—-qd-1, PE 2m = (kd c1)^ » (gd — 1)", HE — 
-168 


项 并 定理 展开 禹 可 看 出 ， 存 在 整数 上 与 s， 刻 得 
(kd + 1)" td +1, (qd —1)*2 sd —1, 
CREER. mjEa Eo. Prultd+r14sd-1, B 
2—d(s D, 3X SE Jew d ERZ. ATLA d — 10k d = 2, 
然而 2" 一 1 Mk Ap. BREL d QUIE EXE, fidi. 


二 、 滤 萨 


6. TE 4x n EAE EET EVERTI IR O, O, … 
Ooo, HI" 4 
Ifid. WEE 
在 马 回 路 ,这 4n JE 
i sx HY LA HEL — 1-08 
FRIR RE, 

一 此 可 新 果 在 外 
方 格 上 ， 按 走 法 必须 
3E SU — > Vr AR, 
所 以 在 上 面 的 循环 次 
序 厂 ， 每 个 外 方 格 后 者 必定 是 一 个 内 方 格 ， 因 向 内 
外 方 指 必 然 交 替 出 现 . 

然而 己 每 走 一 步 就 改变 方 格 的 颜色 一 次 ,于 是 
在 上 述 循环 侈 序 下 ， 方 格 颜色 也 就 交规 变化 ， 从 机 
所 有 外 方略 为 一 种 颜色 ， 所 有 内 方 格 为 另 一 种 阁 
C: REPREN. 
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10, o REÍÜRESE AD BDF RAE. BEAL Aa, 
Ar As VFS NS SEXEAR ER p+ ger + s(mod 2n) 3K 
很 容易 证 明 ， 只 要 注意 ,平行 棱 在 正 2n 35306 EO di 
PASE, RR, (ORDER AA 和 A As STI TELE 
226 Oe, 一 山 的 4, 5 Ac 间 

^o 的 顶点 个 数 * Sp M Ao 


14/3 4; 间 的 顶点 个 数 柏 问 》. 
有 了 这 点 准备 我 们 就 可 用 反 证 

Ayo 法 证 明 如 下 : 
“pba, 设 Aa, Aa Aay Ans 


RRI ER, TES 
BASE TT RAT A PR RD a A BABS BT 
能 mod 2n MÆ, FATT a, + a,,0, + 05,77, Gen, + ay 
这 27 个 数 中 ， {LAP AB AS of 88 mod 2n A 4. 
TSAR 3K, 0,1,2,-, 22-1 中， 每 一 个 都 恰好 是 
-EEI 22 个 数 中 唯一 一 个 的 余数 . 所 以 有 


(ay + a) + Cay t a8) + + Capa) a) 
=O+1 +t (nc1) = SERA) Le 


=-n=n (mod 2s), 
然而 又 有 
(a, aj) c (a a) e + (auia) 
-2(0,c 8,8; - + ag.) 
-2(04122 20-1) 《 按 -- 定 顺序 ) 
“了 了 站 


-(25—1)(?n) 
=) (mod 2»), 


EPA, “PAE AR RHE 


=, Wuh-JE 


5. Alm DAR 5 FACE. X, hl ZAXB 
=180°-D, “AXC=180°-F, WU ZBXC 
= 860° L AXB- Z AXC- D« F= 180" -E, 

Pik ABXC ij ZE 互补， 这 表明 加 六 CE RA, 
s noo, X. FARE — [EE Do EX dE ELE ee 

. &O,0, 与 0,0, Exe AX E BX $F 

是 ZOOO 8$ T AX GBX ZA AX OM 


于 了 了 


RIET sade ia, Piet ACE OE) A Be PG XL HB 
ADBX fc X abii. 国 此 20,0,0,=D, 对 
E 5 F i pze. xxTÉ— 3 A O,0,0,15 
EAAS EEFDE, F, mR Dak =F =60', 
3j AO,0,0, 就 成 了 等 边 三 钊 形 . 这 就 是 拿破仑 
xe BE, 

e. (Bw hi—> A ABC) SPA ABT 
Téolsbs HE. 364 Er RD JE o 9d O5 
O00, 与 NIV... 我 们 已 经 证 明了 外 三 角形 
和 是 党 过 三 和 角形. TERME KABA, At 
AAO, O, WE PRT 

O,02 = AO?+ AO1-2- A40,- AO, 
x cos ZO, 40,. 


A. 
A 
D« 7 ~ a ` 
~ 7 ^F d 
Pa ui fox 
^ r< -» 
n ™ WB 一 
loY 2 ~ 
ia c 
E 


KRIS AABC 的 二 边 为 a, b,c, MA AO, f 

是 AABD i sR MK, Be AABD 是 边 长 

为 c WSU= IG, BRU AO, 的 长 为 此 三 角形 高 
~"72- 


的 二 分 之 二 ， 即 -2 (cv /2) = cvs. 最 后 得 4Oi 


-= cs/3， 类 做 地 可 得 40 = 62/3, 
fy O, AB O,AC 都 是 30"， 所 以 70,40, 
= 740-60. W 


O,0j- eX B L2 bc-«cos (A - 80^), 
3 3 3 


fc Paus —— AEE, 对 AAN N, TE OR TO 
HIRET, FB 


N,N3= + 2 — 3 be-c0s ZNAN. 


BESRR AR Bp LL Al “R PRTA = AE A 
AABC Hirm, BPER O, 便 反 射 成 
5 等 等 . 按 我 们 的 图 的 标记 法 ， 作 这 样 的 反射 时 ， 
AO, 88g A Etk oo’ TRAE RAN, 这 使 
ZO, AO, WT 60°. BRE, AO, 旋转 成 AN, 时 
世 把 40,40, bib J 60°. 这 样 一 来 ， LN AN; 
REE 0,40, 120°, Arner A-60°, 要 是 
原先 ANF 60" (就 得 我 们 图 中 的 那样 )， 那 末 
过 和 WLAN ;就 成 了 负 角 了 .但 这 也 没关系 .将 上 面 
有 的 两 式 相 减 ， 我 们 有 

DO N,N1 


= = be(cos(.1—-60"*)—cos(.4 - 60"2J 


-173* 


= 2 bc.2-sin A-sin60" 5—2 - bc-sin A, 
3 4 3 


(EXE. ADS E, ERIK 4. 
Ph 


z 2 一 4 1 oa 
OO- N,N: E [5 bc sin 4| 
T AABC 的 面积 . 


WPAN GRE GUAR, Bp DL O03 一 N,N 


4 O,OF-N Ni 也 是 同样 大 .枉然 它们 都 一样 大 ， 
O,0,, O,O., 0,0, RÆ, MARR NNa 
NNa, Na N: tH ST. 证 些 ， 

7. 本 题 是 第 6 题 的 推论 . 过 长 为 x 的 等 过 三 
角形 的 面积 为 3 -x*/4, PEL AO,O,0, = (f 3/4) 
xO,03, ANN, N= G3- NN, 根据 第 & 
题 ， 我 们 有 


43..0,041- 13. N, N32 AABC, 
这 就 是 所 要 求证 的 . 

8. SAE AON, 相似 于 AABC, SRS 
wA // 3 WERE AO CNS, AO =b 3 
(Hm AN,=6/,3) ， $9 O,A0,=-A+ 60", 
ih LN AO, 刚好 比 它 小 60° 


— 


(把 AO, Xt ACO 
fox BRAC ROS AB, — jfi. 
374^ 


反射 而 得 到 4 入 ;时 失去 aj 
mp, Mel LN: AQ =A, 

AEE, ito o3 d- 5m 
A ABC 相似 的 三 角形 ， 即 
AN,O,. BN,O,,BN.O,. 
CN,O,, CN,O,,xE WX 
比 记 部 是 1/3, BLA cee 
SVB RILeS. 作 反 射 得 
aN, Na. Ns, IRR TEINS ARE. 
AO,N,. BO,N,. AO,N,. CON. BO,N,, 
CO:N: Rpa in ERRET AARC 的 一 条 
Vay v// 3 们 .所 以 由 这 六 个 全 等 三 角形 和 六 个 等 
边 兰 角形 ， 我 们 有 


AQ,=AN,=BO,=BN,=N,0,=N,0,;2—— 


T 


Y3 


40,- AN,-CO,- CN,- N,O,- NO 3 


F 


O,N,-O,N,- BO,- BN,=CO,=CN,= Jy 


Wwe, WIL OBON, 的 对 边 相 等 了 , Bb 
其 一 个 平行 四 边 形 . | 

令 OX Jj AO,0,0, 的 中 线 , BB 为 入 ABC 
的 中 线 ， 并 令 它们 交 于 GL HF O HAC m3 成 
Y Na, WOU AC RE OLN, WE BED 0X, m E 
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ON, t AC mx E o 
£&. (0,49 A. C 等 距离 . ) 
B AC yip B^un ON, 
的 中 点 .而 X XJ O0, 的 
"Pg. Pret BA oF ey 
O,N,, KER ON WEË. 
HF ON, BO, E d$ Al 
等 ， 所 以 BO, Pep B'X 
ALK HE B'X i CA. 这 样 
HK AGH AGAGCBO, A o Rex B2 172. 
因而 OG —2-GC X. 然而 O,AX 是 AO,0,0, 的 中 
£k B G WAO, 0,0, 的 重心 .同样 , CB =2-GB’,. 
BE RAARBC 的 中 线 , 所 以 全 是 入 ABC 的 重心 . 
ANON, 同样 也 是 平行 四 边 形 . S NAY Np 
AN NIN, EPR, 4 BB, AABC 的 中 线 电 
与 N.Y RPE fe ANON, 
P, YR ETT NOAA 
NO; 长 度 之 半 ， m NO, 5 
BN, 平行 相等 .因而 AY FB" 
Hj APRN, 相似， 对 应 边 
之 比 为 1/2， Se, fA HW, 
F BRE A ABC 的 重心 也 是 . 
AN NN, 的 重心 . 于 基 F= 
如 .所以 内 .外 拿破仑 三 角形 有 同一 个 重心 ,县 中 心 ， 
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.9. EA PER Ay T8 £V CU E79 20) 
等 边 三 前 形 ， 三 根 大 闫 针 就 扎 在 这 三 条 对 第 线 的 中 
点 上 ， 证明 很 容易 . | 

10. 按 题 中 记述 将 太 每 个 顶点 处 的 特 角 标 出 
来 ， 依次 记 成 1.2.3.4.5.6，: 共 兰 对 相对 的 恩 48. 
基点 一 对 中 有 一 个 征 角 覆盖 集 S 的 点 ， 则 与 之 相 
对 汐 征 角 就 不 能 覆盖 集 S 的 点 , 不 然 的话 ，S 的 直 
(MKT 1. MMI H EBORE S 的 ， 总 
fi iP RBS 的 任何 点 ; 这些 特 角 在 三 
对 相对 的 特 前 中 每 对 各 有 一 个 .比如 ,如 果 1.3.5 3€ 
fk S Bo. 则 ?.4.6 角 必 定 是 空 的 ， 试 让， 无 论 哪 
SMASH, BA, PRAT pe 
fi. 于 是 可 以 把 HJ 转动 ， 使 得 这 PI RR 
AY far ffl. Cu HB) 

12, WHA AC Be B Mese + 60° 变 成 PQ CA 
EaP. CEA Q), ge D 旋转 网 样 角度 则 变 成 
SR. 所 以 了 PQ 与 SR 必 宕 平行 祖 等 ， 这 就 是 说 ， 
PSRQ 是 平行 四 边 形 ， EE 
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13. dH AR, AARC 对 其 边 作 相继 的 反 
射 , 得 到 中 心 在 A 的 正六 过 
JE. 所 说 的 那 条 曲线 于 是 就 
FER-A HA, EAZ 
RRRS AABC XA 
y. BA Bil £x Pr E FE if 
ERUAN, oF 
WAABC HES. W 
Lj FL UE PTAA 4d EE GS XD. AO HH RIK 
Hio, SERBIA HA DE RATE 
得 到 了 


gu. mM 


j 
qL CE 
H 
f 


5. $ L t$ Z $E 23 AE ZR AS RR x BUR 

AA QUAL C. DOO X ei (x, yi), VE SE RSS Ey — 

酸 地 讲 . 我 们 有 C,Ci- 108+ yim yx? v (y,— 109)? , 

下 此 得 x1-4-10* y... 因而 xi,4-109y;-,. BPE. 
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IH 
Cia Cis vit Xia - K xi xia) (yi yii)? 
得 到 
(Ni Xi = 4 Piven, 
TEH 
(xi— iis) 4-102 = (4-109 yi Caon ¥i-1) 
E NN 
或 省 
(x; — xi-1)2* 1095 = xi Xina, 
HTF eg 0, XX RRM Pm 10 SEL (E D HESSE 
Eik Eir Eem MORE oe + (10-1)? = Ci0^ € 0D? , 
High i x, = 2-107, 根据 上 而 那个 一 般 的 关系 式 , 我 
lp (x,—2-+10%)-2-10%=2%,-2-10, IH IE d 


x= 10 
我 们 还 有 
210°) 0g 2-10 
(xs oey heza 2103 一 1 ， 


dauid xa-22105/(10*—2) .. HE Bx, WW 
2:108/107?, WW LETRA EE — AR ORE eT oe = 
2«105/C10* —2 +， 我 们 试 试 用 归纳 法 来 证 蚜 这 个 
Bem. f= a Hp xis ax = 210, 而 公式 给 出 的 是 
2:109/(10*—1 15, 结果 相同 .假设 公式 对 3= 
b— 133r. WARRE DE GRCRONE xt 就 有 


; a i 
Gu 7 Xi) 2 10 =h xr = RT 2.102 
B (2-108 
C TOP REE 
Tox fee 
_ 210? 
X= Toe B+ 1? 


CPLA SSR AA A, REL asst 
Bram i dE. 
BA FGRÁDOS TS PRAM x19 4-109 vi, 


- 4.10? 
FELET . Bar. = 一 一 一 一 一 一 


TŒ MTF FF. 

RES BAF 10°, FMR AA F 
Je, pD RE, st (oit 部 《103 
-i+t1)? =o, WH T= 1001, 

所 以 过 了 Ci; 后 就 不 能 画 贺 了. 不 过 , 也许 
WE Cy UKAS. 03 — Yio 正好 等 于 105, 就 会 
措 现 这 种 情况 .验算 一 下 ， 我 们 就 得 到 
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108 a 
Vios = (oF 100041)? 1° > 
Brel, FRR AMER RE FT AeA EE Cs K, A 此. 
时 此 刻 这 种 情况 Cin AB Abe AR OT A Du 
f. fiy UL, mj y C, 5 C, S25, xe HE ELPESS di 
9823 个 回来 ， 

7. WERTER AH, ERN HEA i 
KEEA PHERS. HTX hR EMAR, EY 
长 必 自 不 小 于 正方 形 的 周 长 ， 所 以 正方 形 辕 长 小 于 
4， 故 其 边 长 小 于 i, 

把 曲线 的 内 接 正 方 蒋 安放 在 单位 格子 正方形 
上 ， 中 心 对 准 中 心 ， 边 与 边 相 平行 那么， 这 项 线 
吏 木 含有 任何 格子 碟 。 因 为 内 搁 正 方形 边 长 小 于 1， 
"at A BE YE FB SEA EMIRATE PI. MIS A EE Re 
oi. ERE RPS ARIE BYE iG 
PRA RE RRS, PPE Ate E 
如 说 ， 车 下属 于 我 们 这 条 曲线 , BA APAC 就 会 


$e NHS TRAVEL, JA EB PEAR). 
X. A 曲 线 


2, 4 PW PV AMET AB, AC, 联结 
PAPU PX, dp WY dg A tg X sb SK n, 
eo° fj fg, d AYN qumgI-IBA E. pI4 PT, 
V su afi, Mme A 为 直径 的 网 经 过 让、， 
A, Minx. PLY, AS BF AXA -= 
LXV W=60', “AX AC -1207, BU XA 5 
CR YP. APR, 所 以 X P RP AX, 
王 是 XP RET BC, RAG TEP, RRAN 
UPET BC TE -PU NEARER HE HTF 
BC, RFE 3, XU HRS PEER X4 ^ BC 
WEEP BG, BB A, 


A, BYERS OE, C7 CHE A me BRA 
FEMI AR HE, Bei fH Ae DRR BLAT T.) Xem noe 
RAE AB Dy 18) 19 
38— SE TH 
ee, K. LERN, 
m .上 的 两 > BE d 
ME, RME 
支撑 线 就 把 已 知 图 
EF 国 在 一 个 平行 
WEA TY. 而 这 个 平行 四 边 形 又 被 AB RT 
个 小 平行 四 边 形 . 三 角形 KABA ASL 分 别 等 于 
ENS BARRERA EMEA, Brel op Re TT 
WARM KSLA 的 两 们 ,因而 决 不 会 太 于 了 的 二 
BAF Bo ae KBLA ATF). 


ok, Bas 


6。 要 证 明 本 题 宵 先 证 明 ， 
棋盘 的 一 条 水 平分 格 线条 或 至 
直 分 烙 线 条 穿 过 的 骨牌 数 总 是 
偶数 . 这 很 容易 用 反 证 法 来 证 
明 。 如 果 有 一 条 分 格 线 穿 过 奇 
BRAM, NEZ AIR ET AM 
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铺 满 表 牌 的 区 域 K, CARR. 然而 这 是 
不 可 能 的 事 : A RRM GE Se RE, UD 
se ty Te TER. 

WER SS RSE UT ERR. 由 于 一 条 
DPRFHH AA ERA., PEARED RS 
EUMETSAT AK SI RR EE dH ROE 
Bb. Fob + Roe RE TRO a HO 
来 穿 过 组 是 6x86 禄 盘 只 能 容 下 67/.=18 KAM, 

7, XESRACHLASCORSEHEDU PETIT RR. 
(1) EWH, APR). AREER, oF 
ATER TS, HOC) EH, Tf] De d BH EE 
ASA 4 CLARA AR SHB PE, ob 
国共 有 14 TRIKA tA. AP 
的 方 入 种 需 至 少 AU. (BERRES 4 mE 
JH. 


PRX PAIS 
SARS 


AXXO] 


XXX f. 
KIX DX) 
KIII 
SS 


I 


N 
S 
AN 
SS 
En 
eva 
17 


u———— 


om 
Pan 
Ta 


8， 令 所 说 的 一 种 走 法 中 对 角 步 数 为 ,那么 本 
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E GRR Tr, 总 步 数 为 14-r. 三 类 
SE EI BENI TI SUE 

Lo 64a4-r) o 

(T—r)i(v* —r)1rt 
Amor 个 小 法 属 一 奖 ，7- + 个 步 法 属 另 一 类 ， 习 有 
了 7- 上 个 步 法 属 第 三 类 ). rose ci dud, £5 
48639 £[ 3E. 


士 ， 柯 渗 勘 夫 一 格林 贝 格 关于 
蛤 窗 尔 顿 回 路 的 理论 


|t. CBWE) 假设 没有 用 > 而 用 了 x. BEC 
必须 有 校 1.2 与 3.4， 因 市 就 划 去 了 ab, 不 然 就 会 
REA a” D 
三 角形 。 这样 一 来 
WOES. 0 , fii 
回路 的 顶点 卫 是 3 
价 顶点 ,这 不 可 能 . 

2, fi x.v.z PARMAR AE (SR RAH 
Ti BERI Bey Fl 2), WARE bgr 不 
TY, FRR T “FA” = FE. 而 这 是 不 
可 能 的 . Brel x.y le 之 中 至 党 必须 用 两 条 . 伺 又 不 
能 三 条 都 用 ， 因 为 三 条 都 用 时 ,，,(e) 用 了 +r 就 不 能 
H b. g. WEERA AK RRR AS OO 
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$i. XAG (D) BLA GRE) n, IRG poe 
Appi. JFR, slo Hom, nib PAHE, 图 成 
TA RAR" JLE. 

i 因此 恰好 只 能 使 用 X. ». 

z hi AR. 车 一 条 蛤 
密 尔 顿 回路 好 包含 bp 210 
A 9, 则 不 可 能 用 到 +r, 于 
FER Oo Ay EY . A 
m Mia ARH x. v. 
tH) EB ZR, 这 就 到 消 了 x*. 
3， 柯 泽 勒 夫 一 格林 贝 档 沈 系 式 给 山 20f. 一 了 
+3(fs- fip =0:; WF A fo 之 和 为 奇数 5 ， 故 
fi 与 FORRES, BRL SARAF. M Fio Ss 
EDEA, KARAMATE, fs- fe 
AET, EA EP 
-2 ,这 样 一 来 ， 这 两 
全 五 进 形 就 位 于 任意 … 
条 治 帘 尔 顿 回路 的 同一 
my. 由 于 光 限 大 的 * z 
TEES, Bi Pau dk» qw, 


fa-íi-7-23, 


2(%,-f1)-6=0 OM fı- fi =3. 
HFE 5 4E VUE. Aa RE f=, fi 1. 
HFE ae Re PR —- TOMER PA, 
B LE A PRHE G 4 SR oS OB i 


4i :条 不 属于 这 条 回路 . 

4. (a) 上 只 有 一 个 四 这 
He, W- 2+3Cfs— fs) + 
lfs- fi)-0, RERA 3 
EER 2, 不 可 能 . 

(b) 这 里 有 一 个 四边 
形 、 锁 个 十 一 边 形 和 许多 五 
WIE, Mt2+3(f.-FfO+ 
9(f,—fün)-20, RAAS 
BEER 2， 不 可 能 . 

(c) SPAR (5) 中 
MISA, ARLE T—R 
楼 ， 于 是 就 有 2 个 六 边 形 ， 
leu, ip tit 
JÉ. — AS WE. BRE 
3Cfs- fitaal fa- Fitr 


-9=0. H fa- fi-0.2 9X 
-2, 若 取 0, 则 3 整除 7, 这 不 


可 能 ， 所 以 只 能 取 2 或 -2, FÆ- fO t8tT 
-9. HF fa- fi-2 x -2, 两 个 六 边 形 都 位 于 任 
意 一 条 哈密 尔 顿 回路 的 同一 侧 ， 这 就 是 说 ， 在 顶点 
P 处 不 能 用 楼 *, 于 是 非 把 >》 和 = 都 用 上 不 可 . 这 说 
明净 边 焉 与 六 边 形 各 在 哈密 尔 顿 回路 的 一 出， 因而 
前 面 等 式 中 的 8 与 7 前 的 符号 相 异 ”所 以 我 们 得 到 
3 一 +t=9， 此 式 草 油 3 整除 1 ， 不 可 能 . 
5. 让 O 表示 我 们 的 图 .对 处 的 价 为 >, 故 M 
处 的 两 条 楼 和 LN 一 样 ， 都 属于 哈密 尔 顿 回 路 . 
在 LN ERM PTY A 
5 B, 在 M. 处 的 一 条 BBE 
N 添 一 个 顶点 C， 作 成 一 个 新 
BO FE, Q 的 一 条 哈密 
尔 顿 回路 由 于 含有 LN 和 
M 处 的 两 条 楼 ， 必 然 给 出 
Q 的 一 条 哈密 尔 顿 回路 
QQ' 的 多 边 形 是 四 边 形 、 乒 边 和 十 一 边 形 . Me GEN) 
夫 一 格林 贝 烙 条 件 a 
Ufi FDHS- a fi)=0 
吉明 f,~ fi 被 3 整除 .然而 只 有 一 个 四 边 形 ，f。 
- 开 只 能 为 1 或 -1. 


-188- 


JA, X RERM 


1, S=189° - 25 —- 2c, $$ -90'-b-c. ik 
Z BPR-180' -b-30' - S=150°-6-90°+6 


*tc-60'tc, 同样 得 /"CPQ-8680'-5, 

3, 这 三 条 线 是 等 边 三 角形 卫 QR 的 角 平 分 线 ， 

5. AA AZT 3a, 35, 3c, WM) 3a-- 35+ 3c 
-2380', BMa+6+e=120°, 于 是 gq.5.c 中 至 少 有 
一 个 守 40 HE, TE ALS RE a, SÉ b + cs:80", Bl 
26+ 2c«:1607 BARA AS 在 BC 的 异 人 向. 出 
S -180"7—25-26c-2180? — (240^ - 2a) 2 2a— 60^ 
f$ —-S-a-30'. GER, 3a 
<180°, W a< 60°, HMA 
a--30"'«30") 

E SP 的 延长 线 SK 上 
‘EZEPR=30°, ZKPQ 
= 30”， 所 以 点 R, Q AERE 
SRB, SCHMHHEKAL. —ff 
E RPS 5 OPS 45, [D . 
APS 是 入 BCS HM= BAP ay ASA), 
Mm RP= QP. H ZRPQ=60°, W APOR BEM 
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SAE. PPR, RA, OA 都 是 万 处 外 前 
的 二 等 分 线 . 点 卫 对 BS t CS 的 对 称 点 是 M 与 
NV, Wl WR= RP=PQO-ON ,并 且 还 要 等 于 QR. 
LM RQ = 60° + 2( LBRP)= 60° +2 (30°- +S) 


=120°-S=180°-24, “RON 也 -- 样 大 ， fal 
H-H, MRON 凤 接 于 一 个 圆 . 联结 RE 
径 平 分 所 时 下 人 RDG, MR RPA LIK X 
HED ff d 

180" -2 (2 ZM RQ)- 180° — (180° — 2a) = 2a, 
所 以 M R KRM BAK) a, QR HON 也 一 
TÉ. Dp MON ERNE BADR 6a; 由 于 < 至 
PAT 40°, MP AT. M IN 在 圆心 所 张 成 的 
JE UL AIK AL 360" —60, FER AR 45 WH E E, 
MN gsm E E 180" -3e， 而 这 就 是 已 结 三 
HE ABC NA A WARA 所在 这 个 圆 的 这 个 马 
JÉ pL. R. Q 也 在 同一 号 形 上 ,所 以 RAM =a, 
LQOAN=c, BRAM. 


九 、 一 个 组 合 分 析 问 是 
1l. 令 三 角形 个 数 是 4， 则 图 中 爹 部 第 的 度数 总 


180t = 360m + (n—2)- 180, 


由 此 得 
i= 2m+n—2, 

2. CRUE) BE BRAY) Ae ea Pe, BE 
8& httbng-—IBi EDO 3 ERE. “第 二 大 ”的 至 少 有 4 
条 校 ， 等 等 ， 直 到 最 大 的 那 一 个 即 按 此 顺序 的 第 三 
个 面 必 定 至 少 有 了 +2 Ft, A KA PUE 
ATA: RRB PAH. Bema oe +e 
^u. PAT- -KA +> i, 

4, — axb PRC HE LAR BI A -e 
Ho-b^DEE. Mee EIEA (9-0) (9-6) 
The. 所 以 第 形 个 数 总 共有 E-a) (9-6), 
FAH a, b 308 1, 2.3.4.5.6.7.8, 8g=1 时 ， 得 到 
BC8+7+e++2)=8 38 (6 RRR 1,2,--.8 2X (BD. 
es=2 时 ， 得 7 同等 数量 ]=7*36， 等 等 ， 总 利 为 
[8 7 ---17*36-2 36+36= 36:= 1296, W IEJ IE 
WHE. RRF IRIE a= 6 的 那些 值 .所 以 总 和 为 
BB+ TT. 112204, B] FE, XE nox n Ke Ae 
UL. AUB RS NECS Orne 1)/2)?, BARRE RAED n 
TARRA: JETER BRR RE Bn 
日 然 数 的 平方 和 而 已 . 

8. 具有 中 心 对 称 性 的 包 边 形 ,每 条 过 的 对 面 都 
荐 一 条 与 它 谋 行 且 租 等 的 边 ， 所 以 这 种 多 边 形 的 过 
SCAR. 和 任何 一 个 这 样 的 四 边 形 必 然 是 平行 四 边 
形 ， 斯 也 我 们 需要 证 明 的 是 ， 至少 有 六 个 面 是 四 边 
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形 . 让 Fa RR n WIT TR, TUR # 为 奇数 时 ， 
F.-0, it Ka ER n AMARTE, BAP =F, 
BFESCRFQ A, V-V.,.VWV,.eV.ece; H F 
Paw =0, WEF Pat Pate, RAE ur BH 
PF,Z8. Kh -RSHA MRR A e 
我 们 便 得 到 
2E =4P,4+6F .4+ 8 eese, 
2E =3V + dV, 4+ 5h ete, 
而 -E+rF=2, HB] 6-6 +6F 一 12， 
JRE er -2E +f =124+4F, 
所 以 Blat Kit Pate 4 + 6, 
+6f ete) 4+6(F t yt Fyre) 
= 12+2(3V s+ 4 45h 54), 
af ,—-2F,-4F .6Fi 
=]2+2V .+A4Vs +6V ates, | 
由 上 时 得 ,=6+ (V+2V 54+ 3V 十) 
+ (fg tol ot 3g teed, 
ERA OP Se” 
|9, i: n 表示 五 边 形 茄 的 个 数 ， 于 是 六 边 形 面 
HS hs F-n, 数 一 下 楼 数 就 得 到 2E = ont 6(F 
—n.rEn-el-2E.Wboht ORB 3, 
FOP SES ,因而 在 2 已 = 3h, BR -E+F 
=2, MLE -E+F=2, 也 就 是 6F -2E= 12, 
故 五 边 形 面 的 个 数 为 12. 
192. 


Cc. 多 倍 完美 数 . 过 剩 数 ,实用 数 


4. RE o(n)d ee. Hn Ram 2k 的 形式 ， 
AN ty BH. ABA o(s) = 9 (2"k) = a (2*)- a(R) = 
(2 — ijo (00 RRM, mi 2*0 (LAE ZEE. SEC 
olk) ERAL AWA TFR A, EHR T 
Ad ape, ER o CR) Warg. AmA Be 
TERT. Bim & ws BP Re, LE a: mt, 
dq'dis-ctmts Pa SR, Wn EAE 
X; c A OF, €mbs 是 一 个 平方 数 的 二 倍 . 

Seite, Fin HEP OAR (U0 或 一 个 平方 
数 的 一 信 【《26)， 我 们 可 论证 站 下 ， 

假设 上 EDD T A NEU ET 2* pr prse pz, W 
17 = 2 pir pie pitt, gfe logro, pts, pas Lu 
ple PE o(a) = oQ) = (2201 — 1). (pimy 
rap o (Pi) Ro (n) = a (att) = (202 1 
ra Ep oa oa (T), X ILS Sg pi Gi = 
2.3.7.0) PARAM, BE p^ 的 等 个 因子 pm 
WO Rr. HDTGdHE2a 是 偶数 ， 所 以 o (pi) = 
1+ ptptn + p? RE Ee. du 2n e py 
290; 是 奇数 ， 故 在 一 切 情况 下 o(n) SRRSEDR. 
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所 以 当 8 APART, oin) 为 奇数 的 充 要 条 件 是 : 
#1 是 一 个 平方 数 或 一 个 平 说 数 的 二 榜 ， 

5. ib a= pit pz pik gem soe Be, JK Er 
有 的 素数 pi TBE A. AA n A56. AT 

a(t) = opi o (po Cp) 
=. pe ` Stee pik. 
{ia R AL P2 PUE Aa, Ae tiL AE 
这 样 . MI o(p PAART ZEE a A S. 
$ü-—-^- 2. W pA. RR I 2, 
Pole Og Ef. AR, du 
c(p)-2(20 012549 22. HT i72, 3,-", kW} 
a Cp are. ME pP 或 为 一 平方 数 ， 或 为 一 平方 
数 的 二 入 .由 于 PD 为 奇 歼 ， 因 而 不 可 能 是 一 个 平 
JArXxmy —H. Bre DD 只 能 是 一 个 平方 数 ， 这 
pipe. poe = Qe 

是 一 修平 方 数 . 现在 我 们 来 证 明 a = 4a+1, Ape 
Aas. FATA o Cp) =49 +2 = 2 (mod 4), 
BY E 

1+ ppt Pies + pl =? (med 4), 
THT oC hb") BAA, oa 必然 是 奇数 ， 央 而 o, HY 
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sf+1 或 4+3 的 形式 . Bia = 人 t+3， 然 后 来 引 
PA. 我们 知道 ，o (ptt) 有 41+ 4 ni, dg 
7" By EBC RREN, : 

Bip, Settee, Mop. = i (mod 4) Kp =3 
{mod 4), 

4 py=1Cmod 4) Bf, PAS RTL Ono d Da 
iX d o (pt "== (4t 4 4)-1—0(mod 4), XXX 
AS? p,—3(mod 4), tj putt Bs 1 (aod a) 


T= (mod 4), AHI b. 的 侦 次 方 与 奇 次 方 
fl=o (mod a), BFR 


im 
+ 
- 


opr?) = (1+ pi) + (pit pi) tee 


+ (pit? + pPt =o (mod 4), 
这 i Rb —- 3 fg . 


+. Bu, EEMETA 


| | 一 - 
1, I EAR. | ete, 则 
b a-b: ia+b -b 
la]- [477 ELIO AP 
! i —h!- 
a+b, > a—b! ath, !ia—b! 
«[*2* ie - 2^ |- eth oct 


1,#lalceBlél<ce, M4 Cat+6)/2, 
(a-5)/2 中 有 一 个 为 零 时 ， 另 一 个 作为 4a。 所 以 


aa lal «e. 
(a4 5)/2 f (a — b)/2 非 零 时 ， 车 它们 同 号 则 


la+6} —b +6 一 已 

| 号外 -as + a=b] ues, 
若 它 们 异 号 则 

la+&| la—-b5] jat+& a-b . 
! “eg [Ph 9 “is x 2 = e|. bic. CHER) 


2. WENER., MUG 2 3, 5 )2 o EIL Efe ER 
Hi heehee -Ai T” gy WD Bt HEC Xx 
(a,b,c) fü (d,e, f). WE 

(a—-42) -*(b-/3X*-(c—/4 5) 
-(d-/2)*(e-/3)0*-(fF—-/ 5», 
或 
J 2 (2d ~ 20]+Y372e 一 26] 二 VD5Y2 了 一 2 和 
=d?+e%+ £2 or—~ be 
稍 后 我 全 将 证 听 一 个 引 理 : Beve2tqvy 3s *r45 
= 有 有 有理数 , M p=q=r=0, Aiitídita-d,b-e, 
= 了 了， 这 就 表明 《Ge c) & (d,e, f) 是 同一 个 - 
HR. ART. GEE) 

Ru, JER T EF ORG (/2 ,Y 3 5 RE 
EOS, “Fab, BP See (2./3,/5) 
BS ER Be OHO LAE A AARS PON Di, Bas oe 
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T 


Pa, AML (2.438,45) 为 球 心 且 通 过 pe 
HIRR, HAREE n tT Pi fo, s Ph. 
HES) 

引 理 (v 5/2 tga +ry5 = Ae. p= 

q-r-0(p,q,r JAMM). 

证 明 让 py2 tg/3 +ry5 = 站 是 一 个 有 理 
IRA, p/2 + aq43 -h-r/5, Wii 2p7+ 2pq/6 
*t3g*!—-Rt-2hr45 +57, PELL 2 pay 6 ^ 2krd 5 
=A +5 r?—2 p?-— 3 q* HARA., 将 此 数 表 示 成 
af6+6/5 =c, Apa, b, c Rod BERE, FE sat 
+56:— c= -2ab/ 30, 

HF /30 是 无 理 数 ， 因 而 必定 有 2ap =0， 即 
amoAS, fi 6e?+56-c?=0, +i a=0, N 
b4/5-c, MAM b=<c=0, 车 5=0, 则 ay6 =c, 
MR a=c=0. 无 论 哪 种 情况 下 都 有 4=8=c=0. 

这 样 -来 ,2p9g = 2hr = kè + 5r*-25*—39*- 0, 
Am p Ra 有 一 个 为 0. 假设 由 =D, Wel 3 +r/5 
= 所 ， 就 象 讨论 ay 6 +5Y5 =c 一 样 ， 我 们 得 到 
9 -r= 上 =0，g9=0 的 情 沉 也 一 样 。 所 以 无 论 什 各 
TEL, Bi p=g=r=0, (EH). 

3 只 和 需 证 归 :, 对 每 个 有 班 点 (x%,?>)， 有 两 个 格 
PRS, TE, SAUA (x.») 的 一 个 同 
通过 这 两 个 格子 点 , 且 其 内 部 包含 # PEA. Oe 
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ay Co, yy) REP BCA eb i Ant 2 Pe 
dx. MEL (x. ADD RAMA — BE SE TR 
好 包含 3 二 1 个 棋子 点 . 

让 x=p/9， y -r/q. WERE Gs ARAYA 
WART CALA p tir SPILT MH.) TERT m 
(r,~p) R C-r,p) € (x,y) = (P/Q,r/9) 等 
Ws. EIU 


人 


GEE) 
t>. EGG xm 


2, ib E EAST SATE POR, B ER p am ERR SEE: 
8O t= (n—2)180, 

XE A BA M AMETE ERDA. Bet = 
H-—2. 

让 表示 对 第 线 的 条 数 . 每 个 三 角形 按 三 条 边 : 
ib. iOS OE 3-6, 然而 这 种 算法 把 每 条 对 
角 比 都 算 过 两 次 ,nr 边 形 的 每 条 边 只 算 了 一 次 . 所 以 . 

an—622d cn, dbi d-n-—3, 

3. JH x ARRERA H 出 发 在 G SEM N 

ATE va ORR MUS E 与 五 处 出 发 在 
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G 被 粘 住 的 概率 .由 于 对 称 性 ， 从 点 B tum C 4m 
tb PCR CER BER A SD xv. FH po oS PORE 
R, PEN 


1 "nas TES 
Pris eT ge" Ss 
~loytyy ty 
BBP TSI TGS 
d elg. 
va 号 * 3 : 
1l HAS +b- 
` 4 F 
Wee bl. . 


E 
| "F7 
Jig FN PERERA, pu 
$2 1) A SSE LT. AI 
得 p=3/7. RUMBA pyle 21” 
会 被 烙 住 的 概率 就 是 ^ 
NE 
4. dHTEE RHi(1—x—-x*)F(x)-21,4 x? x 
—-120898 X y.z,ll xt--x—1-(x— y)(x—2), 
Bli1—x-x*-2-(v-x)(z—x), &F (x)= 
t/(1—x—-x*2 Af/(y -x) + B/(z-x), BA1= 
-d(z-x)-B(y-x). 4 XXE. deB-o, 
-Az-By=1, 于 是 得 B= 一 4A; B(s-y)-1i, 
期 B-1/(z2— y), lR A= -1/Cz—-y), NAT 


= E99. 


J I 
Fi= y [- S5 sal. 
»5zpdRxXdEvs-i-i-/5)/2, z-(-1 
~/5)/2, AMe-y=~-/5. 从 而 


t i 
F(x) = E PL 
= E (Cy x)! -(z-x)J 


= oe ly (: m )-2G -£y. 


FIR v 与 > 之 积 为 -1 所 以 了 与 > Tp 23 55 [8] 
B®. FAG 


F(x) = Jm [-«(1 -—cxy! +yli ~2)"), 


BRS C1— w)? 的 展 式 中 各 项 系数 均 为 1， 比较 x* 
的 系数 得 | 


hs E 


Ae (aye (ym, 


5 


产 = Fe 2»-(- yy, 


^ CSS Q8. 


Be ft UE Les BR. E. 

tE PS NR SEM ES 

引 理 若 x:=x+1, Mxt=faxt fai, BS 
2.38.4 

证 明 (USE), n22Hj, x'ox +] = faxt 
fi GOP SHE. M es faxt faa, BAx = 
xx? = faxt + fax, BE xttl = fax ti) H fat 
(fat foni) xt fas forxt+ fa, FAA AIM. SD 
理 得 证 . 

Jr x*-x—-1i1-018fB7; ey tel 74n-2, 
3,-- Bb, Hil 3| ERAS yt = fay t fay, 22= faz 
+ fo-1, AH P {R ytre faya), up Bp fas 
(y°-2°)/(y —2) fy SaiEREART (1-4 5/25 
(i-v5)/2, Gre 

ref ES-EN. 

5. BEBE HI 1.2.3.4.5.6 诸 数 中 每 个 数 的 出 
MEHE BSH, BA, BAK, 我们 可 以 预期 它 
WS t3 — X. HARK BAT 21, RR 
DU agio y. FREAK, BAA BY es RE] fH 
HX 7. B Be a, EE DT (cnp 
(i Pik. TEMEI ENTRAR AP GRIPE 
的 概率 是 2/T. : : 

6. 2n 个 点 的 联 法 设 为 Cs 种 ,更 在 考虑 an + 2 
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Pus CHKA Ca. $8, 
把 41, 4s. , Aros BR RRS. VE 
4, 134. RRA t= 3, 我 们 看 出 ,任何 一 条 到 4, 的 
WOODEN 与 A A, 6 3L, 
I 3 A ES AY OL BF ty FE 
Ree Ay Be. ti Ze aE 
BUR BCA ETL. DUE 
PHAR, UMS EH 24 
+?) 
5A A, Ag Bg 
Na Bay FAA RK, — 28 d 2h 
ER, BEAR On - 2 个 
JA. 第 一 类 有 CG 种 联 法 ， 第 二 类 有 Clo, 种 HK 法 ， 
代 何 第 一 类 联 法 与 任何 第 二 类 联 法 结合 起 来 ， 便 得 
到 28+2 个 点 的 一 个 联 法 ， 故 


ker 


Cug = CE Ca-r, Hest el. 
E=0 . 


SRIEXC—EEZN, 于 是 我 们 得 ca = (20) 1/m (n+ 1). 


T=. MS, Bese 
以 及 其 它 有 关 的 数 


4. 对 第 一 部 分 , 我 们 直接 试验 得 到 答案 n= 6. 
34in71.2.3.4,5.6, RJA 37— 3 — 0,6, 24, 78,240. 
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726 $8 2°-2=0.2.6,14,90,62, 4 n2 1,2.3 5 B, 
n SEERWIS: n=4 Rf, 不 能 整除 37—3; n= GRY, 
n 整除 37 一 3=726， 但 不 能 整除 27—2- 62, 

关于 第 二 部 分 ,我 们 推理 如 下 ， 出 于 #4 不 整除 
并 3， 所 以 二 不 可 能 是 素数 ( 费 马 小 定理 } S T 
jen 2A RAR 2* ~2， AMR T — dE 
Ax. 上 是 我 们 来 寻求 不 能 整除 3-3 RR. 
因为 n= 341 是 最 小 的 假 素数 ， 就 首先 来 试 一 试 它 . 
我 们 发 现 它 就 不 能 整除 3s —3, 因为 我 休 可 以 证 查 
EHS 31 NABER 2335 —3. Eh 31 为 模 ， 我 们 有 
3-274, 39=-64=-92, 39642, 3?M 
=84=2; Mi 392:16,3'z9, di 332520; TE 37 —3*- 
35:z(—2).209 — 40: — 9, 334 = 2(— 0) 59 — 18, 
TOR 3?" — 32 —21, PARTE. 

5. Nido EB, BP # eR ER 
2-2. 车 卫 也 整除 ot + 1!1， 则 能 整除 它们 之 差 3. 
唯一 能 整除 3 的 素数 是 p= 3， 而 基 我 们 发 现 3 确 
BETEER 27+1=8+1=-9, BIEL p=3. 

6. ARMAGH. 1, Be, AAA 2, Wu 
素数 . 更 在 一 种 一 种 地 考虑 . 

a=1, 我 们 来 找 一 个 合成 数 #， 使 得 n 整 除 
i-170, (SAMRAT, RAK. BMA 
WEE 4 就行 了 . 

a 是 合成 数 . 这 了 时 可 以 用 ma= ,因为 四 一 c 可 被 
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oR, Ho 为 全 或 数 ， 

a ERA. 这 时 可 以 用 ”= 20, 被 除数 使 是 候 
数 a^* 一 a( 式 中 证 项 都 是 奇数 ).a* a REGE eng 
被 2 整除 ,而 引 和 公然 又 能 被 a 整除 ,所 以 可 被 n= 2a 
整除 【因为 a 是 奇数 ). 

a-2,. 这 时 可 以 用 任 登 假 素数 ， 上 比如 说 四 = 
341. 
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殖 汉 语音 序 排 列 ， 数 字 表 示 页 雪 


A 
PSK (Archimedes) 
FEX (CF, Allaire) 
TPIXPfÉSERCAlaogiu) 
MPPT (Alexitz) 

B 


Etk C(Harbier's theorem) 
Bg. Pal 

PE Se Fee Csemiperfect number) 

;和 和 图 (saturated graph) 

HIE; (Bernard Franicle de Bessy) 
Aa CS, Benkoski} 

Ei Biv Apis ag (OPythagoreans) 
HEAR (ON. G. W. H. Heegar) 

mi (Loop) 

tEPJZTxh KBinet's formula) 


38 

82,95, 103 
126 

17 


64, 68, 71 
/— —. 48 
129 

20 


wp €Boltyanski 
Hg (L, Pósa) 

Tp Ert d. Brillhart} 

a ay Be Pe CBlichfoldty 
HEE (G, Browkin) 


C 


ata: 


T 


t ehhe (curve of constant height) 
Mae (curve of constant breadth) 
ESHER (super-Pouiet number) 

"ER (multiple edges} 

Ek (C, W, Trigg) 


D 


A BHJ Cdelta-biangie} 
A 曲线 Cdelta-curve) 
EIE (dilatation) 
Hr (G, A. Dirac) 
ERR (recurrence relation? 
D 数 ¢D-number) 
tie (P, Turán). 
RE#E GP (gamblers ruin) 
ogee (deficient number) 
守信 完美 数 (multiply-perfect number} 
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51, 53 
137, 143. 


Bah (PO Erdos> 13, 126, 129 
In stat ¢biromial theorem) 了 
F 
AL PAG OW. E. Philip) " 108 
wey I Se] (Fibonacci sequence) i 156 
Pb (Pierre de Fermal} 1, 29 
ib (Fermat point) 29 
ache (Fermat number) 6 
W beh (Formai s simple theorem? 1,5,158,160 
TRXESM €G, BL Faulkner) 103 
WER (covering problem) 42 
G 
HHA CM, Gardner) 81 
MÆ CT, Gallai) -© 8 
dm lps (G. Galileo) 28 
E (K, F, Gauss) 7,14 
$E (lattice point} 50,131 
BREF] CR, Gomory) TT 
+E (weird number) l l 129 
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TAR (Osuperabundant number) 
H 


BERM (W. R. Hamilton) 
EERE (Hamiltonian path) 
iS RIES (Hamiltonian circuit) 
a eR (Hamiltonian graph) 
tyt (Hajos) 

BRREGÉ (CV. Chvátal) 

eee i. E. Hofmann) 

21707002 (magic hexagon) 


集合 的 直径 (diameter of a set) 
几乎 完 姜 数 (quasiperfect number) 
TE (parity) 

BE Cpseudoprime) 

FPA (simple graph) 

PAAR (absolute pseudoprime) 


K 


nee (R, Carmichael) 
aA {H. S, M. Coxeter) 
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4, 158 
15 
5, 160: 


] 6 


AE eR a a FE (Kozyrev-Grinberg 

necessary condition) 92 
BER (M, Kühl) 87 
BE Bp AHE €T, Kulikowski) 1442 

L 
拉 捧 过 和 尔 CE, Lasker) 104 
HEH (OW, G Leibniz) 1 
3ESE (J. Levitt) 69 
mE OD. H, Lehmer) 4,159 
HE% (F, Riesz} 29 
SHEH OL. Lovász) 18 
GF (E. Lucas} 3 
M 

FARRER CA. Makowski} 162 
Pe (knight's tour) 24 
Ijjg|ER Cre-entrant knight's tour) 24 
HERE CM. Mersenne) 161 
MAMA CH. Miakowski} 61, 54 
Bape CJ. C. Morehead) 9 
EUR] CF, Morley) 104 
HF CM, Morrison) 10 
px (D, C, Morrow) 161 


N 


Se E (Napoleomn's theorem) 


Ae: 

£r Up ES n OM, T, Naraniengar) 105 
© 

BSL (Euclid) 121, 163° 


tei (L, Euler) I, T7, B8, 115, 121, 149, 153 
Behpic (theorem of Euler} 


139 

HHA (Euler's formula) 115. 

ripi (Problem of Euler) 149- 

WESS (CO, Ore} 21, 95. 
P 

fare (T, Pepin) &: 

file (OD. Pedoe) 37 

gee (Poulet number) 158, 161. 

= iPS (planar graph) 91 
- 

fix (OI, M. Child) 105, 108. 
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WEEE CF. Ramsey} 
Buh = AB CReuleau triangle) 
Aae CR. M, Robinson) 


(ED (Sachs) 

ERS (generating function) 

hire eS (OL. G. Schnirelman) 
jf ab SRY (Schnirelman density) 
十 二 面体 【deadecakedrety) 

实用 数 (practical number) 

数学 归纳 法 (mathematical induction). 
WERE CA. K. Srinivasan) 
Niki (I. Steiner) 

HARSH CH. Steinhaus) 

mën (four-color problem) 

WER he Peri. Cinstantancous center of 


I 


ERE (B. Tuckerman) 


gs. 


rotation) 


FE t 


-21i - 


tee OW. T. Tutte 93 


aut CP, G. Tait) 93 
PFU SRE (harmonic series) 127 
图 (graph) 14 
图 的 顶点 和 楼 (veriices and edges of a graph) 14 
(HL (convex set) 55 
Eh nis (convex n-gon) 112 
FE Shee (Ptolemy) 37 
FERA CE, Torricelli) 29 
WwW 
ALE (W. Watts) . 99, 103 
‘see (perfect number) 121 
完全 图 (complete graph) 91 
HÆ COWantzel) 了 
fEYEHE CT, Vickers) BT 
BEHEAR CA, E. Western) 3 
ESE (Viviani) 28, 45 
X 
Oum COD. Hilbert) 51, 52 
谢 尔 宾 斯 其 CW. Sierpinski) 137 
-YIR CA Schinzel) 133, 137, 142, 164 
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Y 


HESS €I, M, Yaglom) B3. 
NEB (C, W, Adams) 74,87 
eee (abundant number) 13i 
Hh (ape (jailer problem) 798. 
Fa 

Xd*iÀE (supporting line) 53 
HEE (Chinese theorem) 3- 
Beka Fae (number of the divisors of a 

natural number) Td: 
自然 数 的 因 于 之 和 (sum of the divisors of a natu- 

ral number) 122: 
BASH (greatest common divisor) 88. 
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